








Borne de Bézout

Références : Szpirglas, Mathématiques L3 - Algèbre, p 592
Mérindol, Nombres et algèbre, p 386
Saux Picart, Cours de calcul formel - Algorithmes fondamentaux, p 157

Soit k un corps commutatif de cardinal infini. On se propose dans ce développement de majorer le nombre
de points d’intersection de deux courbes planes à valeurs dans k.

Soient A et B deux polynômes de krX, Y s de degrés totaux respectifs m et n. Si A et B sont premiers
entre eux et que k est de cardinal infini, alors #ZpAq X ZpBq ď mn.

Théorème.

Démonstration. Si A et B n’ont pas de racine commune, le résultat est évident et dans toute la suite, on suppose
que ZpAq X ZpBq est non vide.

On note RY “ ResY pA, Bq et RX “ ResXpA, Bq. Pour tout px, yq P ZpAqXZpBq, il vient RY pxq “ RXpyq “
0. Comme A et B sont premiers entre eux, RY est un polynôme non nul de krXs et il a au plus degRY racines.
Ainsi, il y a au plus degRY possibilités pour l’abscisse d’un point de ZpAq X ZpBq. De la même façon, il y au
plus degRX possibilités pour l’ordonnée de ces points. On en déduit que

#ZpAq X ZpBq ď degRX degRY .

Notons à présent

ApX, Y q “
p

ÿ

k“0

akpXqY
k BpX, Y q “

q
ÿ

k“0

bkpXqY
k,

où deg ak ď m´ k, deg bk ď n´ k et ap, bq sont deux éléments non nuls de k. Alors

RY “ detpSylY pA, Bqq “
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On note SylY pA, Bq “ pci,jq. Alors

@j P J1, qK : ci,j “

#

ap´pi´jq si 0 ď i´ j ď p

0 sinon
ď m´ p` i´ j,

@j P Jq ` 1, q ` pK : deg ci,j “

#

bq´pi´pj´qqq si ´q ď i´ j ď 0

0 sinon
ď n´ j ` i.

On en déduit :

@σ P Sp`q : deg

˜

εpσq
p`q
ź

i“1

ci,σpiq

¸

“
p`q
ÿ

i“1

deg ci,σpiq ď
q

ÿ

i“1

pm´ p` i´ σpiqq `
q`p
ÿ

i“q`1

pn´ σpiq ` iq

“ mq ´ pq ` np “ mn` pm´ pqpq ´ nq ď mn,
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et avec la formule du déterminant, degRY ď mn. On obtient de même degRX ď mn puis

#ZpAq X ZpBq ď pmnq2.

Pour achever la démonstration, il ne reste plus qu’à affiner la majoration précédente. Dans ce but, on
numérote les éléments de ZpAq X ZpBq “ tpxi, yiq : i P J1, rKu et on pose

E “

"

xi ´ xj

yj ´ yi

: yj ‰ yi, i, j P J1, rK

*

.

Alors #E ă #k˚ car k est de cardinal infini et on peut considérer u P k˚zE . Remarquons le fait suivant :

@i, j P J1, rK : xi ´ xj ‰ upyj ´ yiq ô xi ` uyi ‰ xj ` uyj .

On effectue alors le changement de variables suivant :

#

X 1 “ X ` uY

Y 1 “ Y

#

ÃpX 1, Y 1q “ ApX, Y q

B̃pX 1, Y 1q “ BpX, Y q
.

Soit alors la fonction ϕ :
ZpAq X ZpBq Ñ ZpResY 1pÃ, B̃qq

px, yq ÞÑ x` uy
.

La fonction ϕ est bien définie car si px, yq P ZpAq X ZpBq, alors Apx, yq “ Bpx, yq “ 0 ce qui entraîne Ãpx `
uy, yq “ B̃px` uy, yq “ 0 puis ResY 1pÃpx` uy, yq, B̃px` uy, yqq “ 0 ce qui se réécrit ResY 1pÃ, B̃qpx` uyq “ 0.
De plus, ϕ est injective puisque u n’est pas un élément de E . Ainsi :

#ZpAq X ZpBq ď #ZpResY 1pÃ, B̃q ď degResY 1pÃ, B̃q ď mn

d’après le point précédent, ce qui achève la démonstration.

Remarques : ‚ Ce développement est une simplification du vrai théorème de Bézout. Si on homogénéise A

et B en polynômes homogènes de krX, Y, T s, alors si on compte la multiplicité des intersections et les points à
l’infini, on a #ZpAq X ZpBq “ mn.
‚ Pour trouver les points d’intersections en pratique, on fait comme dans la preuve :on calcule les deux résultants
(en X et en Y ) et on cherche leurs zéros communs. En faisant cela, on obtient des équations seulement en X

ou seulement en Y , d’où le nom de théorie de l’élimination.
Si on veut les points d’intersection à l’infini, il suffit d’homogénéiser les résultants, d’évaluer en "T “ 0", puis
de résoudre.
‚ La condition k infini n’est pas nécessaire. Il suffit de faire la preuve dans k qui est infini, puis comme k Ă k,
on a le résultat.

Adapté du travail de Paul Alphonse.
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Théorème d’extension

Références : Saux Picart, Cours de calcul formel - Algorithmes fondamentaux, p 148

On sait que si P et Q sont deux polynômes admettant une racine commune, alors leur résultant est nul en
cette racine. Le calcul du résultant permet donc de trouver toutes les racines possibles.
Néanmoins les racines du résultant ne se remontent pas toutes en racines des polynômes. C’est ce que permet
d’étudier le théorème d’extension.

Soit K un corps algébriquement clos et soient P , Q deux polynômes de KrY,..., YksrXs, on note

P “
m
ÿ

i“0

aiX
i et Q “

n
ÿ

i“0

biX
i avec m, n ‰ 0 et ai, bi P KrY,..., Yks.

Si pα1, ..., αk, αq est tel que P pα1, ..., αk, αq “ Qpα1, ..., αk, αq “ 0, alors ResXpP, Qqpα1, ..., αkq “ 0.
Réciproquement, si ResXpP, Qqpα1, ..., αkq “ 0, alors une des propositions suivantes est vérifiée :

1. Dα P K, P pα1, ..., αk, αq “ Qpα1, ..., αk, αq “ 0,

2. P pα1, ..., αk, Xq “ 0,

3. Qpα1, ..., αk, Xq “ 0,

4. ampα1, ..., αkq “ bnpα1, ..., αkq “ 0.

Théorème.

Pour prouver ce théorème, on va utiliser l’application suivante :

Φ :
KrY,..., YksrXs Ñ KrXs

U ÞÑ Upα1, ..., αk, Xq

Pour voir sa compatibilité avec le résultant, on a le résultat suivant.

Soient A, B deux anneaux, et Φ un morphisme d’anneau de A dans B, alors si on note p et q les
degrés respectifs de P et Q, on a

ΦpResXpP, Qqq “

"

Φpamq
n´q

ResXpΦpP q,ΦpQqq si Φpamq ‰ 0 ou Φpamq “ Φpbnq “ 0,
Φpbnq

m´p
ResXpΦpP q,ΦpQqq si Φpbnq ‰ 0 ou Φpamq “ Φpbnq “ 0.

.

Lemme.

Démonstration. Le résultant est défini comme le déterminant de la matrice de Sylvester. On a donc, comme le
déterminant est un polynôme :

ΦpResXpP, Qqq “ ΦpdetpSylvpP, Qqqq “ detpΦpSylvpP, Qqqq.

Si on note a1i et b1i les images des ai et bi par Φ, alors

ΦpSylvpP, Qqq “

¨
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. . . a1m b1
0

b1q

. . .
...
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Supposons a1m ‰ 0, alors en développant par rapport aux premières lignes, on a

detpΦpSylvpP, Qqqq “ pa1mq
n´q

detpSylvpΦpP q,ΦpQqqq.

Il vient
ΦpResXpP, Qqq “ pΦpamqq

n´q
ResXpΦpP q,ΦpQqq.

Si a1m “ 0 et b1n “ 0, la formule précédente marche encore car ΦpResXpP, Qqq “ 0.
Enfin si a1m “ 0 et b1n ‰ 0, on a par le même raisonnement

ΦpResXpP, Qqq “ pΦpbnqq
m´p

ResXpΦpP q,ΦpQqq.

Passons à la preuve du théorème !

Démonstration. ð : Si P pα1, ..., αk, αq “ Qpα1, ..., αk, αq “ 0, alors α est racine de ΦpP q et ΦpQq, donc
ResXpΦpP q,ΦpQqq “ 0. Le lemme donne alors ΦpResXpP, Qqq “ 0, donc ResXpP, Qqpα1, ..., αkq “ 0.

ñ : Supposons que ResXpP, Qqpα1, ..., αkq “ 0.

‚ Si Φpamq ‰ 0, alors le lemme donne Φpamq
n´q

ResXpΦpP q,ΦpQqq “ 0, donc ResXpΦpP q,ΦpQqq “ 0. On en
déduit que soit ΦpQq “ 0 (cas 3), soit ΦpQq ‰ 0 et ΦpP q et ΦpQq ont une racine commune α. Alors pα1, ..., αk, αq
est racine commune de P et Q.

‚ Si Φpamq “ 0 et Φpbnq ‰ 0, on peut refaire le raisonnement pour tomber sur les cas 1 ou 3.

‚ Si Φpamq “ Φpbnq “ 0, on est dans le cas 4.

Application : Paramétrisation du cercle
On tente de trouver une paramétrisation du cercle centré en 0 et de rayon 1. Pour cela, on choisit un point A

sur le cercle (ici p´1, 0q). L’intersection d’une droite de pente t P R passant par A - et non-tangente au cercle -
avec le cercle est appelée Mptq. Mptq est donc racine de P “ X2 ` Y 2 ´ 1 et Q “ Y ´ tpX ` 1q.
Pour trouver une expression en t des coordonnées de Mptq, on fait un résultant :

ResY pP, Qq “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 0

0 ´tpX ` 1q 1

X2 ´ 1 0 ´tpX ` 1q

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p1` t2qX2 ` 2t2X ` t2 ´ 1

On trouve deux racines : X “ ´1 (qui correspond au point A), et X “
1´ t2

1` t2
. Finalement, la paramétrisation

du cercle est donnée ici par Mptq “

ˆ

1´ t2

1` t2
,
2t

1` t2

˙

.
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Refaisons maintenant le raisonnement à l’envers ! Supposons que j’ai la paramétrisation précédente, et que
je veuille trouver une équation de la courbe décrite par cette paramétrisation.
On pose P “ p1` t2qX ` t2 ´ 1 et Q “ p1` t2qY ´ 2t, alors

RestpP, Qq “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

X ` 1 0 Y 0

0 X ` 1 ´2 Y

X ´ 1 0 Y ´2
0 X ´ 1 0 Y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 4pX2 ` Y 2 ´ 1q.

Les zéros du résultant décrivent le cercle Cp0, 1q, or Mptq paramétrise le cercle privé du point A. Le point A

représente le cas 4 du théorème, c’est à dire que comme ΦpP q “ ´2 et ΦpQq “ ´2t, le terme dominant a disparu
dans les deux polynômes.

Remarques : ‚ Pour illustrer les cas 2 et 3 du théorème, on peut juste prendre P “ pY1 ´ α1qP
1 car alors

a1i “ 0 pour tout i et la matrice de Sylvester est de déterminant nul (pareil pour Q pour le cas 3).
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Loi de réciprocité quadratique (avec le résultant)

Références : Mérindol, Nombres et algèbre, p 389

Soit p et q, deux nombres premiers impairs, distincts. On a :

ˆ

p

q

˙

“ p´1q
p´1

2

q´1

2

ˆ

q

p

˙

.

Théorème (Loi de réciprocité quadratique).

Le but est d’exprimer le symbole de Legendre

ˆ

p

q

˙

sous la forme d’un résultant de deux polynômes. Pour

cela, nous avons besoin d’un lemme portant sur les polynômes.

Soit R P ZrXs un polynôme palindromique de degré d pair. Alors, il existe un polynôme S P ZrT s,

de degré
d

2
tel que l’on ait : RpXq “ Xd{2SpX `X´1q.

Lemme.

Démonstration. Les polynômes symétriques élémentaires de ZrX, Y s sont σ “ X`Y et π “ XY . Tout polynôme
symétrique de ZrX, Y s s’exprime de manière polynomiale en σ et π, id est, si P P ZrX, Y s est symétrique, on
dispose de Q P ZrX, Y s tel que P pX, Y q “ QpX ` Y, XY q. En particulier, ce résultat est valable pour les
polynômes homogènes palindromiques qui sont symétriques.
Soit R P ZrXs de degré d pair. On pose R̃ P ZrX, Y s son polynôme homogénéisé, définit de la manière

suivante : si RpXq “
d

ÿ

k“0

akXk, alors R̃pX, Y q “
d

ÿ

k“0

akXkY d´k. On dispose de Q P ZrU, V s tel que R̃pX, Y q “

QpX ` Y, XY q.
Soit XaY b un monôme de R̃, alors a` b “ d et est pair. Donc il n’y a pas de puissance impaire de U dans

QpU, V q. De plus pX`Y q2 “ X2`Y 2`2XY donc on dispose de Q̂ P ZrU, V s tel que R̃pX, Y q “ Q̂pX2`Y 2, XY q.

En outre le degré de Q est
d

2
.

On a : Rpxq “ R̃pX, 1q “ Q̂pX2 ` 1, 1q. Donc Rpxq “ Xd{2Q̂pX ` X´1, 1q. On pose S P ZrT s tel que
SpT q “ Q̂pT, 1q. S convient.

Soit n un entier impair, supérieur à 2. On définit le polynôme Pn P ZrXs par PnpXq “ Xn´1 ` . . .`X ` 1.

C’est un polynôme palindromique de degré pair. On dispose donc de Vn P ZrT s, de degré
n´ 1

2
tel que PnpXq “

X
n´1

2 VnpX`X´1q. On définit enfinKn P ZrY s parKnpY q “ VnpY `2q. Nous avons besoin des résultats suivants
sur les polynômes Kn.

i) Pour tout n ą 2 impair, Kn est unitaire de degré
n´ 1

2
;

ii) Pour tout n ą 2 impair, Knp0q “ n ;

iii) Pour tout p premier impair, dans FprXs, KppY q “ Y
p´1

2 .

Proposition.

Démonstration. i) Cela se vérifie aisément par construction.
ii) On a : Knp0q “ Vnp2q “ Vnp1` 1{1q “ Pnp1q “ n
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iii) Pour tout n ą 2, on a : PnpXq “
Xn ´ 1

X ´ 1
. Soit p un nombre premier impair, en se plaçant dans FprXs,

on a : Xp ´ 1 “ pX ´ 1qp. Ainsi PppXq “ pX ´ 1qp´1.

VppX `X´1q “ X´ p´1

2 pX ´ 1qp´1

“ pX´1pX ´ 1q2q
p´1

2

“ pX `X´1 ´ 2q
p´1

2

Et ainsi, dans FprXs, on a : KppY q “ Y
p´1

2 .

Nous sommes donc à présent à même d’exprimer le symbole de Legendre comme un résultant.

Soient p et q deux nombres premiers impairs. On a alors :

ˆ

q

p

˙

“ RespKp, Kqq .

Proposition.

Démonstration. Si p et q sont égaux le résultat est immédiat car le symbole de Legendre et le résultant sont
nuls. On peut donc supposer que p et q sont distincts.
Les polynômes Kp et Kq sont à coefficients entiers, leur résultant est donc un entier. Supposons par l’absurde

que ce résultant ne soit pas un élément inversible de Z. Dans ce cas on dispose de r P Z, nombre premier, qui
le divise. En tant que polynôme de FrrXs, les polynômes Kp et Kq ne sont donc pas premiers entre-eux. On
dispose donc d’une extension de corps L de FrrXs et d’un élément y P L tel que y soit une racine commune de
Kp et Kq.
Quitte à faire une nouvelle extension, on peut supposer que le polynômeX2´py`2qX`1 P LrXs admette une

racine dans L. On la note x. On remarque que x est inversible car il est non nul. ainsi, il vérifie : x`x´1´2 “ y.
On a donc :

0 “ Kppyq “ Vppy ` 2q “ V ppx` x´1q “ x´ p´1

2 Pppxq .

Ainsi, x est une racine de Xp´ 1 dans une extension de Fr. C’est de la même manière une racine de Xq´ 1.
Si x était égal à 1, dans ce cas, y serait nul mais ceci est absurde car dans Z, on a Kpp0q “ p et Kqp0q “ q et
p et q ne peuvent pas être tous les deux congrus à 0 modulo r. Donc x est différent de 1. Ceci conduit à une
absurdité car 1 est la seule racine p-ième et q-ième de l’unité.
On a donc montrer que le résultant de Kp et Kq était un inversible de Z, id est : RespKp, Kqq P t´1, 1u.

Pour conclure on va calculer ce résultant dans Fp.

RespKp, Kqq “ RespY
p´1

2 , Kqq

“ rRespY, Kqqs
p´1

2

“ Kqp0q
p´1

2

On a donc montré que RespKp, Kqq et

ˆ

q

p

˙

ont la même réduction modulo p. De plus ils sont tous les deux

égaux à 1 ou ´1. Comme p est impair alors 1 et ´1 ont une réduction différente modulo p. Donc on a bien
l’égalité annoncée.

Pour démontrer la loi de réciprocité quadratique, il suffit juste d’utiliser le défaut de symétrie du résultant :
ˆ

q

p

˙

“ RespKp, Kqq “ p´1q
p´1

2

q´1

2 RespKq, Kpq “ p´1q
p´1

2

q´1

2

ˆ

p

q

˙

.

En plus d’apporter une démonstration de cette loi, la méthode utilisée fournit une expression trigonomé-

trique du symbole de Legendre. En effet, on montre que les racines de Vn sont les tωk ` ω´1

k {1 ď k ď
n´ 1

2
u,

où ωk “ e
2ikπ

n . On montre alors que KnpY q “ Π
n´1

2

k“1
pY ` 4 sin2

ˆ

kπ

n

˙

q. En utilisant l’expression du résultant

avec les racines on obtient l’expression trigonométrique du symbole de Legendre.

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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