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Borne de Bézout

Références : Szpirglas, Mathématiques L3 - Algébre, p 592
Mérindol, Nombres et algébre, p 386
Saux Picart, Cours de calcul formel - Algorithmes fondamentauz, p 157

Soit k£ un corps commutatif de cardinal infini. On se propose dans ce développement de majorer le nombre
de points d’intersection de deux courbes planes a valeurs dans k.

Théoréme.

Soient A et B deux polynémes de k[ X, Y] de degrés totaux respectifs m et n. Si A et B sont premiers
entre eux et que k est de cardinal infini, alors #Z(A) n Z(B) < mn.

Démonstration. Si A et B n’ont pas de racine commune, le résultat est évident et dans toute la suite, on suppose
que Z(A) n Z(B) est non vide.

On note Ry = Resy (4, B) et Rx = Resx (A4, B). Pour tout (z,y) € Z(A)n Z(B), il vient Ry (x) = Rx(y) =
0. Comme A et B sont premiers entre eux, Ry est un polynéme non nul de k[ X] et il a au plus deg Ry racines.
Ainsi, il y a au plus deg Ry possibilités pour I'abscisse d’'un point de Z(A) n Z(B). De la méme fagon, il y au
plus deg Rx possibilités pour 'ordonnée de ces points. On en déduit que

#Z(A) N Z(B) < deg Rx deg Ry .
Notons a présent
P q
AX,Y) = ) ap(X)YF B(X,Y) = ) be(X)YF,
k=0 k=0

oudegar <m —k, degb, <n —k et ap, by sont deux éléments non nuls de k. Alors

ap bq

ap b(]
Ry = det(Syly (A, B)) = '
ao . . bq

ag bo

On note Syly (A4, B) = (¢; ;). Alors

<m-p+1i—j,

Ay_(i—iy sSi0<i—7<p
Vie[l,q]: Ci,j { p=t=d)

0 sinon

bg—(i~(j—a) S —¢<i—j<0

Vielg+1,q+p]: degcid‘:{ 0 “non <n-—j+i.

On en déduit :

pta pta a a+p
VYo e Spiq:deg (5(0) 1_[ ci,g(i)> = Z degc; 5i) < Z(m —p+i—o(i))+ Z (n—o(i) +1)
i=1 i=1

i=1 i=q+1

=mgq —pq+np =mn+ (m —p)(qg—n) < mn,
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et avec la formule du déterminant, deg Ry < mn. On obtient de méme deg Ry < mn puis
#7Z(A) n Z(B) < (mn)?.
Pour achever la démonstration, il ne reste plus qu’a affiner la majoration précédente. Dans ce but, on
numérote les éléments de Z(A) n Z(B) = {(x;,y;) : i € [1,7]} et on pose
Ti— X .
&= {H Sy £ Yl ] € ﬂl,rﬂ}.
Yj —Yi

Alors #& < #k™* car k est de cardinal infini et on peut considérer u € k*\E. Remarquons le fait suivant :
Vi,jel,r] :x; —xj # uly; — yi) < @ +uy; # T + uy;.

On effectue alors le changement de variables suivant :

X' =X+uY ([ AX,Y')=AX,Y)
Y'=Y
Z(A)n Z(B) — Z(Resy: (4, B))
(2,9) - T +uy '
La fonction ¢ est bien définie car si (z,y) € Z(A) n Z(B), alors A(x,y) = B(z,y) = 0 ce qui entraine Az +
uy,y) = B(x +uy,y) = 0 puis Resys (A(x + uy,y), B(x + uy,y)) = 0 ce qui se réécrit Resy+ (A, B)(x + uy) = 0.
De plus, ¢ est injective puisque u n’est pas un élément de £. Ainsi :

Soit alors la fonction ¢ :

#7(A) N Z(B) < #Z(Resy(A, B) < degResy (A, B) < mn

d’apres le point précédent, ce qui acheve la démonstration.
O

Remarques : e Ce développement est une simplification du vrai théoreme de Bézout. Si on homogénéise A
et B en polynomes homogenes de k[X,Y,T], alors si on compte la multiplicité des intersections et les points &
linfini, on a #Z(A) n Z(B) = mn.

e Pour trouver les points d’intersections en pratique, on fait comme dans la preuve :on calcule les deux résultants
(en X et en Y) et on cherche leurs zéros communs. En faisant cela, on obtient des équations seulement en X
ou seulement en Y, d’oti le nom de théorie de 1’élimination.

Si on veut les points d’intersection a 'infini, il suffit d’homogénéiser les résultants, d’évaluer en "T" = 0", puis
de résoudre.

e La condition k infini n’est pas nécessaire. Il suffit de faire la preuve dans k qui est infini, puis comme k < k,
on a le résultat.

Adapté du travail de Paul Alphonse.
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Théoreme d’extension

Références : Saux Picart, Cours de calcul formel - Algorithmes fondamentauz, p 148

On sait que si P et @ sont deux polynémes admettant une racine commune, alors leur résultant est nul en
cette racine. Le calcul du résultant permet donc de trouver toutes les racines possibles.
Néanmoins les racines du résultant ne se remontent pas toutes en racines des polynémes. C’est ce que permet
d’étudier le théoréme d’extension.

~— Théoréme. N

Soit K un corps algébriquement clos et soient P, @ deux polynémes de K[Y ..., Y;][X], on note

m n
P=>aX"et Q=) bX' avecm, n#0eta; b cK[Y,..,Y

i=0 i=0
Si (aq, ..., ap, @) est tel que P(aq, ..., a, a) = Q(aq, ..., ag, @) = 0, alors Resx (P, Q)(aq, ..., ax) = 0.
Réciproquement, si Resx (P, Q)(a1, ..., ax) = 0, alors une des propositions suivantes est vérifiée :

1. JaeK, Plag,...ar, a) = Q(ag, ..., ag,a) =0,

2. P(al,...,ak,X) =0,
3. Q(aly"'7ak7X) = Oa
4. apm(a,...;ar) = bp(ag,...,ar) = 0.

Pour prouver ce théoréeme, on va utiliser I’application suivante :

K[Y,.. Vi][X] — K[X]

¢ U — Ulo,...,op, X)

Pour voir sa compatibilité avec le résultant, on a le résultat suivant.

~— Lemme. N

Soient A, B deux anneaux, et ® un morphisme d’anneau de A dans B, alors si on note p et ¢ les
degrés respectifs de P et @, on a

D(am)" " ?Resx (P(P), P(Q)) si P(an) # 0 ou P(a,) = (b,) =0,
lterE @) = { o (b,)™ P stsj(@(p), o(Q)) 21 ®(by) # 0 on B(ay) = B(bn) = 0.

\. J

Démonstration. Le résultant est défini comme le déterminant de la matrice de Sylvester. On a donc, comme le
déterminant est un polyndme :

®(Resx (P, Q)) = @(det(Sylv(P,Q))) = det(®(Sylv(P, Q)))-

Si on note a et b} les images des a; et b; par ®, alors

a, 0
b
agp 0
P(Sylv(P,Q)) =
a, b
ag bo

Adrien LAURENT et Baptiste HUGUET 1 ENS Rennes - Université de Rennes 1



Supposons a,,, # 0, alors en développant par rapport aux premiéres lignes, on a

det(2(Sylv(P,Q))) = (ay,)" " det(Sylv(2(P), 2(Q)))-
11 vient
P(Resx (P,Q)) = (®(am))" " Resx (B(P), ®(Q))-
Sia;, =0 et b), =0, la formule précédente marche encore car ®(Resx (P, Q)) = 0.
Enfin si a,, = 0 et b, # 0, on a par le méme raisonnement

D(Resx (P, Q)) = (2(bn))™ " Resx (2(P), 2(Q)).

Passons a la preuve du théoréeme !

Démonstration. < : Si P(aq,...,ap, ) = Qag,...,ap, ) = 0, alors « est racine de ®(P) et ®(Q), donc
Resx (P(P),P(Q)) = 0. Le lemme donne alors ®(Resx (P, Q)) = 0, donc Resx (P, Q)(aq,...,ap) = 0.

= : Supposons que Resx (P, Q)(«a1,...,ax) = 0.

e Si ®(a,,) # 0, alors le lemme donne ®(a,,)" "7 Resx (P(P), P(Q)) = 0, donc Resx (P(P), ®(Q)) = 0. On en
déduit que soit ®(Q) = 0 (cas 3), soit P(Q) # 0 et P(P) et P(Q)) ont une racine commune «. Alors (aq, ..., ag, @)
est racine commune de P et Q.

e Si ®(ay,) =0 et (b,) # 0, on peut refaire le raisonnement pour tomber sur les cas 1 ou 3.

o Si ®(ay,) = P(b,) =0, on est dans le cas 4. O

Application : Paramétrisation du cercle

On tente de trouver une paramétrisation du cercle centré en 0 et de rayon 1. Pour cela, on choisit un point A
sur le cercle (ici (—1,0)). L’intersection d’une droite de pente ¢ € R passant par A - et non-tangente au cercle -
avec le cercle est appelée M(t). M(t) est donc racine de P = X2+ Y2 —let Q=Y —t(X +1).

Pour trouver une expression en ¢ des coordonnées de M (t), on fait un résultant :

1 1 0
Resy (P,Q)=| 0 —t(X +1) 1 =(1+tH)X2+ 22X +t2 -1
X2 -1 0 —t(X +1)
)
On trouve deux racines : X = —1 (qui correspond au point A), et X = —5- Finalement, la paramétrisation

1+

11—t 2t
du cercle est donnée ici par M(t) = e ise)

Adrien LAURENT et Baptiste HUGUET 2 ENS Rennes - Université de Rennes 1



Refaisons maintenant le raisonnement a l’envers! Supposons que j’ai la paramétrisation précédente, et que
je veuille trouver une équation de la courbe décrite par cette paramétrisation.
Onpose P=(1+t)X +t* —1let Q = (14 t*)Y — 2t, alors

X+1 0 Y 0
0 X+1 -2 Y
Res(P.Q) = |y "1 v o =4(X?+Y?-1).

0 X-1 0 Y

Les zéros du résultant décrivent le cercle C(0,1), or M (t) paramétrise le cercle privé du point A. Le point A
représente le cas 4 du théoréme, c’est & dire que comme ®(P) = —2 et &(Q) = —2t, le terme dominant a disparu
dans les deux polynémes.

Remarques : e Pour illustrer les cas 2 et 3 du théoréme, on peut juste prendre P = (Y; — ay)P’ car alors
a; = 0 pour tout ¢ et la matrice de Sylvester est de déterminant nul (pareil pour @ pour le cas 3).

Adrien LAURENT et Baptiste HUGUET 3 ENS Rennes - Université de Rennes 1



Loi de réciprocité quadratique (avec le résultant)

Références : Meérindol, Nombres et algébre, p 389

Théoréme (Loi de réciprocité quadratique).}

Soit p et g, deux nombres premiers impairs, distincts. On a : (]—9> = (—l)pT_lq%1 (2> .

Le but est d’exprimer le symbole de Legendre <p> sous la forme d’un résultant de deux polynémes. Pour
q

cela, nous avons besoin d’un lemme portant sur les polynoémes.

Soit R € Z[X] un polynéme palindromique de degré d pair. Alors, il existe un polynome S € Z[T],
d
de degré 5 tel que l'on ait : R(X) = X¥28(X + X1).

Démonstration. Les polynémes symétriques élémentaires de Z[X,Y ] sont 0 = X+Y et m = XY. Tout polyndéme
symétrique de Z[X,Y] s’exprime de maniére polynomiale en o et 7, id est, si P € Z[X,Y] est symétrique, on
dispose de @ € Z[X,Y] tel que P(X,Y) = Q(X + Y, XY). En particulier, ce résultat est valable pour les
polyndémes homogenes palindromiques qui sont symétriques.
Soit R € Z[X] de degré d pair. On pose R € Z[X,Y] son polynéme homogénéisé, définit de la maniére
d

suivante : si R(X 2 arp X", alors R(X,Y) Z a X*Y =k On dispose de Q € Z[U, V] tel que R(X,Y) =
k=0 k=0
Q(X +Y,XY).

Soit XY un monéme de R, alors a + b = d et est pair. Donc il n’y a pas de puissance impaire de U dans
Q(U,V). De plus (X +Y)? — X24Y242XY doncon dispose de Q € Z[U, V] tel que R(X,Y) = Q(X?+Y?2, XY).

En outre le degré de Q) est g
On a: R(z) = R(X,1) = Q(X? + 1,1). Donc R(z) = X¥?Q(X + X~1,1). On pose S € Z[T] tel que
S(T) =Q(T,1). S convient. O
Soit n un entier impair, supérieur & 2. On définit le polynéme P, € Z[X] par P, (X) = X" ' +... + X + 1.
C’est un polynoéme palindromique de degré pair. On dispose donc de V,, € Z[T'], de degré P72 el que P, (X) =

X" V(X +X71). On définit enfin K,, € Z[Y] par K,,(Y) = V,,(Y +2). Nous avons besoin des résultats suivants
sur les polyndémes K,,.

~ Proposition. <

7 —
i) Pour tout m > 2 impair, K,, est unitaire de degré 5 ;

ii) Pour tout n > 2 impair, K, (0) = n;

ili) Pour tout p premier impair, dans F,[X], K,(Y) =Y = .

. J

Démonstration. i) Cela se vérifie aisément par construction.
ii) Ona: K,(0)=V,(2)=V,(1+1/1)=P,(1) =n
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X" —
iii) Pour tout n > 2, on a : P,(X) = ~ 1
(

ona:X?P—1=(X—1). Ainsi P,(X) = (X —1)P".

. Soit p un nombre premier impair, en se placant dans F,[X],

V(X +X =X (X -1}

p—1

= (XX -1)n)E

p—1

=(X+X'1-2)=

N

p—1

Et ainsi, dans Fp[X],ona: K,(Y) =Y = . O

Nous sommes donc & présent a méme d’exprimer le symbole de Legendre comme un résultant.

,—{ Proposition. <

Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs. On a alors :

(i) — Res(K,, K,)

\. J

Démonstration. Si p et q sont égaux le résultat est immédiat car le symbole de Legendre et le résultant sont
nuls. On peut donc supposer que p et ¢ sont distincts.

Les polynomes K, et K, sont a coefficients entiers, leur résultant est donc un entier. Supposons par I’absurde
que ce résultant ne soit pas un élément inversible de Z. Dans ce cas on dispose de r € Z, nombre premier, qui
le divise. En tant que polynéme de F,[X], les polynémes K, et K, ne sont donc pas premiers entre-eux. On
dispose donc d’une extension de corps L de F,.[X] et d’un élément y € LL tel que y soit une racine commune de
K, et K.

Quitte & faire une nouvelle extension, on peut supposer que le polynéme X2 — (y+2)X +1 € L[ X] admette une
racine dans L. On la note z. On remarque que z est inversible car il est non nul. ainsi, il vérifie : z +271 —2 = .
On a donc : »

0= Kp(y) = Vply +2) = Vpla +27) = 2~ *F By (a)

Ainsi, x est une racine de X? — 1 dans une extension de F,.. C’est de la méme maniére une racine de X9 —1.
Si z était égal a 1, dans ce cas, y serait nul mais ceci est absurde car dans Z, on a K,(0) = p et K,(0) = g et
p et ¢ ne peuvent pas étre tous les deux congrus a 0 modulo r. Donc x est différent de 1. Ceci conduit a une
absurdité car 1 est la seule racine p-ieme et g-iéme de 'unité.

On a donc montrer que le résultant de K, et K, était un inversible de Z, id est : Res(K,, K,) € {—1,1}.
Pour conclure on va calculer ce résultant dans Fj,.

Res(K,,K,) = Res(Y "= | K,)
p—1
— [Res(Y, K,)|"T

= K0

On a donc montré que Res(K,, K,) et <q> ont la méme réduction modulo p. De plus ils sont tous les deux

p
égaux a 1 ou —1. Comme p est impair alors 1 et —1 ont une réduction différente modulo p. Donc on a bien
I’égalité annoncée. O]

Pour démontrer la loi de réciprocité quadratique, il suffit juste d’utiliser le défaut de symétrie du résultant :

p—1g—1

(2) = Res(K,, K,) = (-1)" % Res(K,, K,) = (-1)"7 T <1q9)

En plus d’apporter une démonstration de cette loi, la méthode utilisée fournit une expression trigonomé-
n—1
trique du symbole de Legendre. En effet, on montre que les racines de V,, sont les {wy + w,;l /1<k< T},

ik n—1 km
2% On montre alors que K,(Y) =12 (Y + 4sin? ()) En utilisant ’expression du résultant
n

ol wg = e

avec les racines on obtient I'expression trigonométrique du symbole de Legendre.

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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