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Introduction

Voici les développements que j’ai préparé pendant mon année d’agrégation.
Je remercie tous mes camarades de classe qui m’ont aidé a les écrire, a les corriger et a les apprendre.
J’ai utilisé certains développements et beaucoup d’idées de ceux-ci, je le préciserai a chaque fois que cela arrive
(méme si j’ai souvent ajouté ma touche personnelle & leur travail!).
Je trouve important de préciser que ce fichier est le fruit d’'un grand travail de groupe dont je ne suis que
I’humble transcripteur.

Il est assez difficile de savoir ce qui est attendu des candidats en matiere de développements : faut-il faire
un développement didactique et compréhensible ou montrer qu’on sait faire des choses complexes 7
La question se pose car 'agrégation est un concours d’enseignement et 1’état actuel de I’épreuve rend plutot
compte d’une course vers des développements complexes que 'on présente sans rien expliquer mais plutot en
faisant des ellipses pour tenir en 15 minutes.
Je pense qu'il sera apprécié du candidat qu’il fasse des développements complexes et rares mais il est aussi
important que celui-ci montre ses compétences pédagogiques au jury via des exemples simples, des applications,
des dessins... C’est pourquoi je me suis efforcé de présenter pour chaque développement des petites remarques
permettant de comprendre un peu mieux les résultats prouvés. Je suis persuadé que celles-ci peuvent faire la
différence le jour de 'oral entre un béte rabachage et un exposé réussi.

Aux agrégatifs qui lisent ces lignes, je dis BON COURAGE!
Aux autres lecteurs, je souhaite une bonne lecture et j’espére que vous trouverez ici ce que vous cherchez.

PS : Je tiens a préciser que ce fichier contient beaucoup de développements complexes. Je conseille donc au
lecteur de bien s’approprier les notions associées a ceux-ci avant de les adopter. Certains développements me
paraissent toujours dangereux méme apres avoir passé des heures dessus (le théoréme de Pascal ou les polygones
réguliers constructibles par exemple).

Une derniére précision :
J'autorise et j’encourage tout lecteur a partager ce document si il lui a été utile, mais ceci uniquement a titre
gratuit.
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Premiere partie

Couplages
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Chapitre 1
Couplages d’algebre

101 - Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
Groupes paveurs
Cone nilpotent
Théoreme de Molien
Sous-groupes finis de SO3(R)

102 - Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de I'unité. Applications.
Polygones réguliers constructibles
Théoreme de structure des groupes abéliens finis
Transformée de Fourier rapide
Irréductibilité de ®,, sur Z

103 - Exemples et applications des notions de sous-groupes distingués et de groupes quotients.
Frobenius-Zolotarev
Simplicité de SO3

104 - Groupes finis. Exemples et applications.
Sous-groupes finis de SO3(RR)
Théoreme de structure des groupes abéliens finis
Théoréme de Molien

105 - Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
Sous-groupes finis de SO3(R)
Table de Sy
Frobenius-Zolotarev

106 - Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications.
Théoreme de Cartan Von Neumann
Sous-groupes finis de SO3(RR)
Etude de O(p, q)
Théoreme de Frobenius-Zolotarev

107 - Représentations et caractéres d’un groupe fini sur un C-espace vectoriel.
Théoréme de structure des groupes abéliens finis
Table de Sy
Théoreme de Molien

108 - Exemples de parties génératrices d’un groupe.
Groupe circulaire
SO3(R) est simple

109 - Représentations de groupes finis de petit cardinal.
Théoreme de structure des groupes abéliens finis

Table de Sy

110 - Caracteres d'un groupe abélien fini et transformée de Fourier discrete. Applications.
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CHAPITRE 1.

COUPLAGES D’ALGEBRE

Théoreme de structure des groupes abéliens finis
Transformée de Fourier rapide
Etude du #-schéma pour I’équation de la chaleur

120 - Anneaux Z/nZ. Applications.
Chevalley-Warning+EGZ
Théoréme de Frobenius-Zolotarev
Polynomes irréductibles de F,
Théoréme de structure des groupes abéliens finis

121 - Nombres premiers. Applications.
Polygones réguliers constructibles
Chevalley-Warning+EGZ
Polynémes irréductibles de F,,

Théoréme de Frobenius-Zolotarev

122 - Anneaux principaux. Exemples et applications.
1 +i/19
2
Irréductibilité des polyndémes cyclotomiques

Equation de Nagell-Ramanujan

Z

est principal mais non euclidien

123 - Corps finis. Applications.
Chevalley-Warning+EGZ
Polynémes irréductibles de F,
Théoreme de Frobenius-Zolotarev

124 - Anneau des séries formelles. Applications.
Théoreme de Molien
Partitions d’un entier en parts fixées

125 - Extensions de corps. Exemples et applications.
Polygones réguliers constructibles
Polynomes irréductibles de I,
Automorphismes de K(X)

126 - Exemples d’équations diophantiennes.
Equation de Nagell-Ramanujan
Equation de Pell-Fermat
Partitions d’un entier en parts fixées

127 - Droite projective et birapport.
Théoreme de Pascal
Groupe circulaire

140 - Corps des fractions rationnelles a une indéterminée sur un corps commutatif. Applications.

Automorphismes de K(X)
Partitions d’un entier en parts fixées

141 - Polyndmes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications.

Polygones réguliers constructibles
Polynémes irréductibles de F,
Irréductibilité des polyndémes cyclotomiques

142 - Algebre des polyndémes a plusieurs indéterminées. Applications.
Borne de Bézout
Chevalley-Warning+EGZ
Théoreme de Molien

143 - Résultant. Applications.
Borne de Bézout
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CHAPITRE 1. COUPLAGES D’ALGEBRE

Théoreme d’extension

144 - Racines d’un polynéme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications.
Chevalley-Warning+EGZ
Borne de Bézout

150 - Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.
Cone nilpotent
Etude de O(p, q)
Théoreme de réduction des endomorphismes normaux

151 - Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et
applications.
Théoreme de Molien
Polygones réguliers constructibles

152 - Déterminant. Exemples et applications.
Borne de Bézout
Ellipsoide de John-Loewner
Théoreme de Frobenius-Zolotarev

153 - Polyndémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme en dimension finie.
Applications.
Image de I'exponentielle
Décomposition de Dunford
Théoréme de réduction des endomorphismes normaux
Théoreme de Liapounov

154 - Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un espace vectoriel de
dimension finie. Applications.
Théoréme de réduction des endomorphismes normaux
Cone nilpotent
Décomposition de Dunford

155 - Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.
Théoréme de réduction des endomorphismes normaux
Décomposition de Dunford

156 - Exponentielle de matrices. Applications.
Etude de O(p, q)
Théoreme de Cartan-Von Neumann
Image de ’exponentielle

157 - Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
Décomposition de Dunford
Cone nilpotent

158 - Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.
Etude de O(p, q)
Lemme de Morse
Ellipsoide de John Loewner

159 - Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.
Transformée de Fourier rapide
Théoreme des extrema liés

160 - Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).
Points extrémaux de la boule unité de L(F)
Théoreme de réduction des endomorphismes normaux
Simplicité de SO3
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CHAPITRE 1. COUPLAGES D’ALGEBRE

Ellipsoide de John-Loewner

161 - Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Applications en dimensions 2 et 3.
Groupes paveurs
Points extrémaux de la boule unité de L(F)
Sous-groupes finis de SO3(R)
SO3(R) est simple

162 - Systemes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et conséquences théo-
riques.
Méthode de gradient a pas optimal
Méthode de Kacmarz

170 - Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, isotropie. Applications.
Lemme de Morse
Etude de O(p, q)
Ellipsoide de John-Loewner

171 - Formes quadratiques réelles. Exemples et applications.
Lemme de Morse
Etude de O(p, q)
Ellipsoide de John-Loewner

180 - Coniques. Applications.
Théoréme de Pascal
Equation de Pell-Fermat

181 - Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Applications.
Points extrémaux de la boule unité de L(E)
Méthode de gradient a pas optimal

182 - Applications des nombres complexes a la géométrie.
Polygones réguliers constructibles
Groupe circulaire

183 - Utilisation des groupes en géométrie.
Groupes paveurs
Groupe circulaire
Polygones réguliers constructibles

190 - Méthodes combinatoires. Problémes de dénombrement.
Sous-groupes finis de SO3(R) Irréductibles de [,
Cone nilpotent
Partitions d’un entier en parts fixées
Groupes paveurs
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Chapitre 2

Couplages d’analyse

201 - Espaces de fonctions : exemples et applications.
Espace de Bergman
Théoreme de Grothendieck

202 - Exemples de parties denses et applications.
Espace de Bergman
Théoréme de Weierstrass
Résolution de I’équation de la chaleur

203 - Utilisation de la notion de compacité.
Ellipsoide de John Loewner
Théoremes de Schauder et de Cauchy-Arzela-Peano
Théoreme d’Ascoli

204 - Connexité. Exemples et applications.
Surjectivité de 'exponentielle
Théoreme de Cauchy-Lipschitz
SO3(R) est simple.

205 - Espaces complets. Exemples et applications.
Espace de Bergman
Théoreme de Cauchy-Lipschitz

206 - Théoremes de point fixe. Exemples et applications.
Théoremes de Schauder et de Cauchy-Arzela-Peano
Théoréme de Cauchy-Lipschitz
Méthode de la sécante
Méthode de gradient a pas optimal

207 - Prolongement de fonctions. Exemples et applications.
Théoremes d’Abel angulaire et taubérien faible
Théoreme de Cauchy-Lipschitz

208 - Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.
Espace de Bergman
Théoréme de Grothendieck

209 - Approximation d’une fonction par des polynomes et des polynémes trigonométriques. Exemples et
applications.
Théoréme de Weierstrass
Equation de la chaleur

213 - Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
Espace de Bergman

[héoréme de Grothendieck
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CHAPITRE 2. COUPLAGES D’ANALYSE

214 - Théoreme d’inversion locale, théoreme des fonctions implicites. Exemples et applications.
Théoreme de Cartan Van Neumann
Lemme de Morse
Théoreme des extrema liés

215 - Applications différentiables définies sur un ouvert de R". Exemples et applications.
Théoreme de Cartan Van Neumann
Méthode de gradient a pas optimal
Lemme de Morse
Théoreme des extrema liés

217 - Sous variétés de R". Exemples.
Théoreme de Cartan Van Neumann
Lemme de Morse

218 - Applications des formules de Taylor.
Etude du #-schéma pour ’équation de la chaleur
Lemme de Morse
Méthode de Laplace
Méthode de la sécante
TCL

219 - Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.
Méthode de gradient a pas optimal
Ellipsoide de John-Loewner
Méthode de la sécante

220 - Equations différentielles X’ = f(¢, X). Exemples d’étude des solutions en dimension 1 et 2.
Théoremes de Schauder et de Cauchy-Arzela-Peano
Théoreme de Cauchy-Lipschitz
Equntion de Hill-Mathieu
Théoreme de Lyapounov

221 - Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différentielles linéaires. Exemples et applica-
tions.
Théoreme de Lyapounov
Equation de Hill-Mathieu

222 - Exemples d’équations aux dérivées partielles linéaires.
Etude du #-schéma pour ’équation de la chaleur
Solution élémentaire de I’équation de Schrédinger
Equation de la chaleur

223 - Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.
Méthode de la sécante
Méthode des petits pas

224 - Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.
Méthode de Laplace
Quelques ordres moyens
Méthode des petits pas

226 - Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence u,+1 = f(uy). Exemples et appli-
cations.
Méthode de la sécante
Méthode des petits pas
Etude du 6-schéma pour Péquation de la chaleur
Méthode de gradient a pas optimal

228 - Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et contre-exemples.
Théoreme de Weierstrass
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CHAPITRE 2. COUPLAGES D’ANALYSE

Méthode de la sécante
Théoreme d’Ascoli

229 - Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.
Méthode de gradient a pas optimal
Ellipsoide de John Loewner
Inégalité de Hoeffding

230 - Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des séries
numériques. Exemples.
Théoremes d’Abel et taubérien faible
Quelques ordres moyens

232 - Méthodes d’approximation des solutions d’une équation F'(X) = 0. Exemples.
Méthode de la sécante
Méthode de gradient a pas optimal

233 - Analyse numérique matricielle : résolution approchée de systémes linéaires, recherche de vecteurs
propres, exemples.
Etude du #-schéma pour Péquation de la chaleur
Méthode de gradient a pas optimal
M¢éthode de la sécante

234 - Espaces LP, 1 < p < +00.
Espace de Bergman
Théoreme de Grothendieck

235 - Problémes d’interversion de limites et d’intégrales.
Méthode de Laplace
Solution élémentaire de I’équation de Schrodinger
Espace de Bergman
Théoremes d’Abel angulaire et taubérien faible

236 - Ilustrer par des exemples quelques méthodes d’intégration des fonctions d’une ou plusieurs variables
réelles.
Solution élémentaire de I’équation de Schrodinger
Formule des compléments

239 - Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications.
Solution élémentaire a I’équation de Schrodinger
Méthode de Laplace

240 - Produit de convolution, transformation de Fourier. Applications.
Solution élémentaire a I’équation de Schrodinger
Formule sommatoire de Poisson

241 - Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
Equation de la chaleur
Théoreme de Weierstrass
Théoreme d’Abel angulaire et taubérien faible

243 - Convergence des séries entieres, propriétés de la somme. Exemples et applications.
Espace de Bergman
Théoremes d’Abel angulaire et taubérien faible
Partitions d’un entier en parts fixées

244 - Fonctions développables en série entiere, fonctions analytiques. Exemples.
Espace de Bergman
Théorémes d’Abel angulaire et taubérien faible
Partitions d’un entier en parts fixées
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CHAPITRE 2. COUPLAGES D’ANALYSE

245 - Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications.
Espace de Bergman
Formule des compléments

246 - Séries de Fourier. Exemples et applications.
Equation de la chaleur
Formule sommatoire de Poisson

247 - Exemples de problemes d’interversion de limites.
Méthode de Laplace
Théoremes d’Abel angulaire et taubérien faible
Espace de Bergman

249 - Suites de variables de Bernoulli indépendantes.
Théoréme de Weierstrass
Modélisation de suites de variables aléatoires indépendantes

253 - Utilisation de la notion de convexité en analyse.
Méthode du gradient a pas optimal
Théoréemes de Schauder et de Cauchy-Arzela-Peano
Inégalité de Hoeffding
Point fixe de Schauder

254 - Espaces de Schwartz S(R?) et distributions tempérées. Dérivation et transformation de Fourier dans
S(RY) et S'(RY).
Solution élémentaire a I’équation de Schrodinger
Formule sommatoire de Poisson

260 - Espérance, variance et moments de variables aléatoires.
TCL
Théoréme de Stone Weierstrass
Inégalité de Hoeffding

261 - Fonction caractéristique et transformée de Laplace d’une variable aléatoire. Exemples et applications.
TCL
Inégalité de Hoeffding

262 - Modes de convergence d’une suite de variables aléatoires. Exemples et applications.
TCL

Inégalité de Hoeffding

263 - Variables aléatoires a densité. Exemples et applications.
TCL

Modélisation de suites de variables aléatoires indépendantes

264 - Variables aléatoires discretes. Exemples et applications.
Théoréme de Weierstrass
Modélisation de suites de variables aléatoires indépendantes
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Deuxiéeme partie

Développements
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Chapitre 1

Automorphismes de K(X)

Références : Francinou, Gianella, Nicolas, Orauz X-ENS - Algébre 1, 5.54
Francinou, Gianella, Fzercices de mathématiques pour l’agrégation - Algébre 1, 5.15

Théoréme.

Les automorphismes de la K-algébre K(X) sont les homographies (ie les éléments de PGL2(K)).

Démonstration. e On pose ® un tel automorphisme, et F' = ®(X), alors on remarque que si P = Z apX*, on
a®(P) =) ap®(X)" =PoF.

Soit maintenant G = g e K(X),ona ®(P)=2o (P X Q> = <P> P(Q).

Q Q
On en déduit @(G):%: SZ§ —GoF.

Dans la suite, on note ®p : G — G o F' le morphisme de K-algébre précédent. On va chercher sous quelles
conditions sur F', @ est un automorphisme.

e Si & est un automorphisme, en particulier, il existe G = (avec P A Q = 1) tel que ®p(G) = X. On

Ol

A
note ' = B avec A A B = 1.

P q
Si on note P = Z anj et Q = Z b X" (avec p et ¢ les degrés de P et @), on peut transformer Go F = X
§j=0 k=0

p q
en PoF =X(QoF),puisen » ajF/ =X ) b F*.
k=0

i=0 =
p AJ q Ak; p ) ) q
On a donc Z 57 = X 2 bkﬁ, puis en notant m = max(p, ¢), on obtient Z a; AAB"T = X 2 b Ak Bm=F,
§=0 k=0 j=0 k=0

e Avec I’égalité précédente, on obtient en particulier que Al(ag — bgpX)B™, donc par Gauss, A|ag —bpX. Le
couple (ag, bp) n’est pas nul, sinon X|P et X|Q, donc P A Q # 1.
On a donc deg(A) < 1.

e On opeére maintenant le méme travail pour les puissances maximales de notre égalité.

— Sim = ¢ =p, alors Bla, — b, X et le couple (a,,b,) est non nul car p est le degré exact de A et B.
— Sim =g¢>p, BlbgX et by #0.
— Sim =p>gq, Bla, et a, # 0.

Dans tous les cas, deg(B) < 1.

aX +b
On en déduit que F est de la forme F' = X+d Puis comme F ne peut étre constant (sinon ®p n’est pas
c
a b
surjectif), on a — # rE c’est a dire ad — be # 0.
c

1. Choisir des représentants irréductibles est possible car F' et G ne peuvent étre nuls, sinon ® n’est pas un automorphisme.
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CHAPITRE 1. AUTOMORPHISMES DE K(X)

e Réciproquement, montrons que @ est un automorphisme si F' est une homographie. On note dorénavant
aX +b

cX +d

) o B\ Pow (Z Z) € GL2(K) (équivalent a dire ad — be # 0), le morphisme qui a X associe

c d
On remarque alors que pour deux matrices M et N inversibles, on a ® ;0P = @ js. Donc comme les matrices
sont inversibles, on connait I'inverse de ®; : c¢’est ®,-1.
On vient donc de montrer que ® (a b) était bien un automorphisme.

c d

— L’ensemble des automorphismes d’algébre de K(X) est donc I’ensemble des @, avec M € GLy(K).

e Francinou-Gianella : on a méme montré mieux !

GLy(K) — Gal(K(X):K)
M +— q)M—l

I'ensemble des K-automorphismes de la K-algebre K(X).

On remarque que ¢(l2) = Idg(x), donc par le travail précédent, ¢ est un morphisme de groupes surjectif.ﬂ

De plus, son noyau est K*I5. Le premier théoréme d’isomorphisme donne alors

Introduisons 'application ¢ : avec la notation Gal(K(X) : K) pour désigner

Gal(K(X) : K) ~ GLy(K)/K* I, = PGLy(K)

Les automorphismes sont donc bien les homographies! O

Remarques : o Comment tracer le graphe d’une fonction homographique ?

Soit ¢ = 0 et c’est une droite. o o

Soit ¢ # 0, on met notre fonction sous la forme canonique f(z) = 7 + 7, alors le graphe est ’hyperbole —
— x

centré au point (8,7).

2. Attention, il y a une erreur dans le FGN, ils disent que ® ;0 ®xn = $ N, ce qui est faux ! Le morphisme ¢ qu’ils construisent
est un antimorphisme ! En associant ®,,-1 & M, on régle ce probléme. (voir Szpirglas)
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Chapitre 2

Borne de Bézout

Références : Szpirglas, Mathématiques L3 - Algébre, p 592
Mérindol, Nombres et algébre, p 386
Saux Picart, Cours de calcul formel - Algorithmes fondamentauz, p 157

Soit k£ un corps commutatif de cardinal infini. On se propose dans ce développement de majorer le nombre
de points d’intersection de deux courbes planes a valeurs dans k.

Théoréme.

Soient A et B deux polyndmes de k[ X, Y] de degrés totaux respectifs m et n. Si A et B sont premiers
entre eux et que k est de cardinal infini, alors #Z(A4) n Z(B) < mn.

Démonstration. Si A et B n’ont pas de racine commune, le résultat est évident et dans toute la suite, on suppose
que Z(A) n Z(B) est non vide.

On note Ry = Resy (4, B) et Rx = Resx (A, B). Pour tout (z,y) € Z(A) nZ(B), il vient Ry (z) = Rx(y) =
0. Comme A et B sont premiers entre eux, Ry est un polynéme non nul de k[X] et il a au plus deg Ry racines.
Ainsi, il y a au plus deg Ry possibilités pour P’abscisse d’un point de Z(A) n Z(B). De la méme fagon, il y au
plus deg Ry possibilités pour 'ordonnée de ces points. On en déduit que

#Z(A) n Z(B) < deg Rx deg Ry
Notons a présent

AX,)Y) = zp] a(X)YF B(X,)Y) = zq] br(X)YF,
k=0 k=0

ou degar < m—k, degby <n —k et ap, by sont deux éléments non nuls de k. Alors

ap bq

Ry = det(Syly (A, B)) = .
ap . . bq

ag bo

On note Syly (A4, B) = (¢;,;). Alors

Vie[l,q]:

. ap_(i—j) SI0<i—j<p
I 0 sinon

Vielg+1,q+p]:

o ) by SiaSi=gsO
I 0 sinon
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CHAPITRE 2. BORNE DE BEZOUT

On en déduit :

ptq ptq q q+p
Vo e Spiq: deg (5(0) H ca(j)J) Z deg c,(j Z m—p+o(j)—j)+ Z (n—j+oa(4))
j=1 j=1 Jj=q+1

=mq — pq +np =mn + (m —p)(qg —n) < mn,
et avec la formule du déterminant, deg Ry < mn. On obtient de méme deg Ry < mn puis
#Z(A) n Z(B) < (mn)?.
Pour achever la démonstration, il ne reste plus qu’a affiner la majoration précédente. Dans ce but, on

numérote les éléments de Z(A) n Z(B) = {(z;, ;) : i € [1,7]} et on pose

T — 1
&= 23?]?&%7@'7]'6 1,T}.
{2y, [1.1]
Alors #& < #k* car k est de cardinal infini et on peut considérer u € k*\E. Remarquons le fait suivant :
Vi, je[1,7] :xi —x; #u(y; —yi) < @ +uy; # x5 + uy;.

On effectue alors le changement de variables suivant :

X' =X+uY ( AX'Y')=AX,Y)

Y'=Y B(X',Y') = B(X,Y)
Z(A)n Z(B) — Z(Resy(4, B))

(z,y) > T+ uy ’

La fonction ¢ est bien définie car si (z,y) € Z(A) n Z(B), alors A(x,y) = B(z,y) = 0 ce qui entraine A(z +

uy,y) = B(z +uy,y) = 0 puis Resy (A, B)(z + uy) = 0. De plus, ¢ est injective puisque u n’est pas un élément
de &. Ainsi :

Soit alors la fonction ¢ :

#7(A) n Z(B) < #Z(Resy+ (A, B) < degResy (A, B) < mn

d’apres le point précédent, ce qui acheve la démonstration.
O

Remarques : e Ce développement est une simplification du vrai théoréeme de Bézout. Si on homogénéise A
et B en polynémes homogenes de k[X,Y, T], alors si on compte la multiplicité des intersections et les points &
l'infini, on a #Z(A) n Z(B) = mn.

e Pour trouver les points d’intersections en pratique, on fait comme dans la preuve : on calcule les deux résul-
tants (en X et en Y') et on cherche leurs zéros communs. En faisant cela, on obtient des équations seulement
en X ou seulement en Y, d’ou le nom de théorie de I’élimination.

Si on veut les points d’intersection a l'infini, il suffit d’homogénéiser les résultants, d’évaluer en "T" = 0", puis
de résoudre.

e La condition k& infini n’est pas nécessaire. Il suffit de faire la preuve dans k qui est infini, puis comme k C k,
on a le résultat.

Adapté du travail de Paul Alphonse, Florian Lemonnier et Arnaud Stocker.
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Chapitre 3

Cone nilpotent

Références : Caldero, Germoni, Histoires hédonistes de groupes et de géométrie - Tome second, p 213-215

On s’intéresse au nombre d’endomorphisme nilpotents sur un [ -espace vectoriel de dimension finie d. On
notera A/(F) l'ensemble des endomorphisme nilpotent. Un choix de base le met en bijection avec ’ensemble
N4(F,) des matrices nilpotentes de taille d & coefficients dans Fy.

Théoreme.

Soit £ un IF4-espace vectoriel de dimension d. On a :

na = N (B)] = ¢~

Pour 1 < r < d, on pose L, 4 I'ensemble des familles des vecteurs de E, libres & r éléments. On dit qu'un
endomorphisme nilpotent N respecte une famille € € L, 4 si pour tout 1 <7 <r—1,onae;y; = Ne; et Nep. = 0.

On pose X ’ensemble suivant :
X ={(N,e)/N e N(E),3r,e € L, 4 et N respecte ¢}

On va dénombrer X de deux maniéres.
Lemme.

Soit e € E\{0} et N € N(E), alors il existe un unique r maximal tel que la famille
€ = (e,Ne,...,N""le)

soit libre. On a de plus : N"e = 0.

Démonstration. L’existence de r est triviale car N est nilpotente. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par
{N?®e/s € N}. La famille ¢ est libre dans F'. Montrons qu’elle est génératrice. La famille (e, Ne,..., N"e) est

I
liée, il existe donc une famille de scalaire (a;)o<i<r non tous nuls telle que : Z a;N'e = 0. Par liberté de €, Gy

i=0
r—1 ,
ne peut-étre nul. On le supposera donc égal & 1. On a donc : N"e = — 2 a;N'e.
=0
’ r—1
Pour s = r + k, on montre par récurrence sur k que N°e € Vect(e). En effet, on a : N%e = — Z a;N**ke. La
i=0

famille € est donc une base de F. ~
On considere la restriction de N a F, notée N. C’est un endomorphisme nilpotent. Dans la base €, sa matrice
est la matrice compagnon suivante :

0 0 —ap
1 0 —a
1 —Qr_1
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CHAPITRE 3. CONE NILPOTENT

r—1

Son polynéme caractéristique est donc : x5 = X" + Z a; X*. Comme N est nilpotent, on a donc a; = 0 pour
i=0

tout 0 < i <r—1. Donc N'e=0 O

Etape 1 : dénombrement sur la premiére coordonnée.
On a:
-1
XI= > =N,
NeN(E)

ou m désigne la projection sur la premiere coordonnée. Or d’apres le lemme, pour tout N € N(F), on a
une bijection entre les éléments de E\{0} et lensemble des familles libres respectées par N. Ainsi, on a :
|1X| = na(g” —1).

Etape 2 : dénombrement sur la seconde coordonnée.

Ona: )
X[ =2, >, ™)

r=1lecl, q

ou mo désigne la projection sur la seconde coordonnée.
Soit 1 < r < d. Le groupe GL(FE) agit transitivement sur L, 4 (d’apres le théoréme de la base incompléte). Pour

€ € L, 4 on a donc |L, 4| = |Orb(e)|. D’apres les relations orbite-stabilisateur, on a donc :
GL(E
L] = |GL(E)|
|Stab(e)]

On compléte € en une base de E. Tous les raisonnements a suivre se feront dans cette base.
Or les matrices dans le stabilisateur de £ ont pour forme :

(=)

ainsi, on a : |Stab(e)| = |My.q_r(F)||GLa_(F)| = ¢ ga_,, (ot g; = | GLs(F,)|). Le nombre de familles
libres a r éléments est donc :
[Lral =~ —
qr( 7T)gd77‘

De plus, les matrices nilpotentes respectant € sont de la forme :

(F2esd)

r{d—r)

ainsi, pour tout € € L, 4, on a : |75 ' (¢)] = ¢ ng—r. On a donc :

d
gdNd—r
[XI= 2, 5=
r—1 gd—r

Etape 3 : Conclusion.
En comparant les deux formules obtenues pour le cardinal de X, on a pour d > 2 :

gd r—1 gd—r
d—1
— _r
r=0 Gr
d—2
I
ga—1 = 9r
Ng—1 Ng—1 _
= (T )
gd—1 gd—1
_Nd—1 g1
gd—1
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CHAPITRE 3. CONE NILPOTENT

Par récurrence, comme ny = let gy =q¢—1,0n a:

HLQ qr71 ny qd(d—l)/Q
=d . N 9dTa
HT:2 (q’l” - 1) 'gl HT:l (q’l” - 1)

et en utilisant la formule du cardinal de GL4(F,), on obtient le résultat voulu.

VdEN*, Nd = gd

Remarques : o On rappelle que pour calculer g,, il faut compter le nombre de bases possibles. On a donc

d—1 d d
gr =[] =" HqXHq—l—q Hq—l
r=0 r=1 r=1

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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Chapitre 4

Décomposition de Dunford

Références : : Gourdon, Les maths en téte - Algébre, 4.4.2
Francinou, Gianella, Nicolas, Orauz X-ENS - Algébre 2, 4.25

Soit K un corps et E un espace vectoriel sur K de dimension finie.

Théoréme.

Soit f € L(E) tel que x5 soit scindé sur K. Alors il existe un unique couple (d, n) avec d diagonalisable
et n nilpotent, f = d+ n et d et n commutent. De plus d et n sont des polynémes en f.

Lemme.

S
Soit F' un polyndéme annulateur de f, on note F' = f3 H M?"" sa décomposition en facteurs irréduc-
i=1
tibles et NV; = Ker(M(f)). Alors E = (—DNi et pour tout i, la projection sur N; parallelement &
(—D Nj; est un polynéme en f.
J#i

Démonstration. Le lemme des noyaux donne E = @Ni. Puis on pose Q; = H M;‘j.
j#i
Les @; n’ont aucun facteur commun ensemble donc par Bézout, il existe Uy, ..., Us tel que Z U;Q; = 1
On a donc Z U:(f) o Qi(f) = Id; il est logique de poser P; = U;Q; et p; = P;(f). On va montrer que p; est le
projecteur recherché.

e Les p; sont des projecteurs :
Pour i # j, pi o pj = QiQ;(f) o U;U;(f). Or F|Q;Q;, donc p; o p; = 0.
On a ij = Id, donc en composant par p;, on a p; = p; o p;. Les p; sont donc bien des projecteurs.

e Im(p;) = N; :
Soit y = pi(x) € Tm(p), alors M2 (/)(y) = M (f) o PA(/)(y) = F(f) o Us(f)(y) = 0. Donc Tm(pr) < N
Puis soit z € N; = Ker(M;**(f)), alors on sait que z = ij(az). Orsi j # 14, pj(z) = Uj(f) o Q;(f)(x) = 0 car
M;{*|Q;. D’ott x = p;(z) € Im(p;).

o Ker(p;) = @Nj :
J#i
Soit j # i, © € Ny, alors pi(z) = Ui(f) 0 Qi(f)(x) = 0 car M;”|Q;. Donc (P N;  Ker(p;).
J#i
Puis soit x € Ker(p;), alors z = Z pj(z) € @ N; car Im(p;) = N;.
J#i J#i

1. En effet, {Z U;Q;,U;} est un idéal de K[X], anneau principal, donc il est engendré par un polynéme unitaire m. m divise
alors @; pour tout i, donc m = 1 car ils sont premiers entre eux.
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e Les p; sont des polynémes en f par construction. O

Démonstration. Existence : on applique le lemme précédent au polynéme x; = (—1)" H(X — X)) Les N;
sont les sous-espaces caractéristiques.
On pose d = Z Aipi (d est donc diagonalisable) et n = f —d = Z(f — Md)p;.
Comme pour tout ¢ et j # ¢, p;op; = 0 et p? = p;, et comme les p; commutent avec f (car ce sont des polynémes
en f),on an? = Z(f — M d)?p;. En particulier, si on pose a = max(«;), on a n® = 0. Donc n est nilpotente.
Enfin, d et n sont des polynémes en f donc commutent.

Unicité : on se donne un nouveau couple (d’,n’) solution du probléme (pas forcément un polyndme en f).
n’ commute avec d’, donc commute avec f = d’ +n'. Comme n est un polyndéme en f, n’ commute avec n. On
peut prouver de méme que d’ commute avec d.
Les endomorphismes d et d’ sont donc codiagonalisables. D’oti d — d’ est diagonalisable. Or d — d' = n’ — n est
nilpotente (n’ — n nilpotente car n et n’ commutent) donc d — d’ n’a que la valeur propre 0, donc d = d’, puis
n=n'
(Merci & Anne-Elisabeth Falq pour la correction) O

Remarques : — Pour trouver les projecteurs explicitement, on utilise la décomposition en éléments simples
des fractions rationnelles (voir Gourdon).

— Ce théoréme peut étre généralisé sur R si xs n’est pas scindé. On obtient alors s semi simple au lieu de
diagonalisable.

— Si il n’y a qu'un seul espace caractéristique Ny, on a p; = id. D est alors la matrice diagonale constitué de
I'unique valeur propre, et N est la différence de A et D.

Corollaire.

Les seules matrices A de M,,(C) telles que exp(A4) = I,, sont les matrices diagonalisables dont le
spectre est contenu dans 2i7wZ.

Démonstration. Soit A telle que exp(A) = I,,. On écrit A= D + N.

n—1
Nk
On rappelle que la décomposition de Dunford de exp(A) est exp(A4) = exp(D) + exp(D)N’ ot N’ = o
k=1 """
Par unicité de la décomposition de Dunford, il faut exp(D) = I,, et exp(D)N’ = 0. Donc N’ = 0.
n—1 —
Xk 1
Or N' = NP(N)ou P(X) = Z A Dans une base trigonalisant N, on a donc P(N) triangulaire supérieure
k=1

avec une diagonale de 1, donc P(N) est inversible, donc N = 0.
On en déduit ainsi que A = D est diagonalisable.
Puis, comme exp(Sp(A)) = Sp(exp(A)) = {1}, on a Sp(A) < 2inZ, ce qui conclut la preuve. O

Remarque : Ce corollaire ne donne pas énormément d’informations en plus sur les matrices réelles dont
I’exponentielle est 'identité.

Un bon exemple a retenir d’une telle matrice est <_g77 2(? )
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Chapitre 5

Ellipsoide de John-Loewner

Références : : Francinou, Gianella, Nicolas, Oraur X-ENS - Algébre 3, 3.37

On se place sur R™ muni de sa structure euclidienne usuelle.

x
Un ellipsoide centré en 'origine est une quadrique définie par une équation du type Z — = 1, quitte a appliquer
QF
i=1
la méthode de Gauss. Un ellipsoide plein centré en I'origine est donc défini intuitivement par 1’équation ¢(x) < 1
ou ¢ est une forme quadratique définie positive (id est de signature (n,0)). On notera ¢, ellipsoide plein associé
aqetQ (resp. QT, Q1) I'ensemble des formes quadratiques (resp. positives, définies positives).

n 2
%

22 2 22
L’ellipsoide d’équation 52 + 52 + == 1

Théoréme.

Soit K un compact de R™ d’intérieur non vide, alors il existe un unique ellipsoide centré en 0 de
volume minimal contenant K.

Démonstration. ¢ Commencons par nous donner une forme quadratique ¢ définie positive et calculons le volume
V4 de g4.
On utilise le théoreme spectral pour dire qu’il existe une base orthonormale pour le produit scalaire euclidien
et orthogonale pour ¢. On la note B = (e, ..., e,).

n

g s’écrit dans cette base g(x) = Z a;x? avec a; > 0, donc det(q) = ay...a,.
i=1

Le volume de I'ellipsoide associé est V, = f dA(y) avec A la mesure de Lebesgue (sur la base canonique
a(y)<1
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CHAPITRE 5. ELLIPSOIDE DE JOHN-LOEWNER

donc). On fait alors le changement de base orthonormée x = Py avec P la matrice de passage de la base
canonique a la base B. Le jacobien vaut donc 1 car P est orthogonale.
On a donc V, = dzy...dz,.

a1zi+...apz? <1

R" — R"™
On fait le changement de variable avec ¢ : 1 Tn_y . On a bien un C* difféomorphisme
(1, ., Tn) ( s e )
A/ a1 A/Qn
. . 1
et le jacobien est .
Vilas
1
On note D(q) le déterminant de ¢ dans n’importe quelle base orthonormée, alorsona V, = J dzy...dx, =
D(q) 22+, +a22<1
%
DO( ) ou Vj est le volume de la boule unité pour la norme euclidienne.
q

— Le probléme se rameéne donc & celui-ci : il existe une unique forme quadratique ¢ € Q%+ telle que D(q)
soit maximal et pour tout = € K, g(z) < 1.

On introduit maintenant la norme N(q) = sup |q(z)| sur I'espace Q[’|et on définit 'ensemble A = {g e Q*,Vz €
lzl<1
K,q(x) < 1} € Q. On va chercher & maximiser D sur ce domaine.

e A est convexe :
Ag + (1 — \)g' est une forme quadratique positive.
De plus, A\g(z) + (1 = N)¢'(z) < A+1—X=1pour z € K. Donc A\¢g+ (1 — \)¢' € A.

o A est fermé :
Soit ¢, une suite de A convergeant vers ¢ dans . On remarque que Yo € R", |g(x) — ¢n(z)| < N(q — ¢n) HxHQ,
done gu(z) — q(z).
Comme pour tout n, pour tout z, g,(z) =0, on a 1 > g(z) = 0, et pour = € K, g,(z) < 1, donc g(x) < 1. 1l
vient g € A.

o A est borné :
K est d’intérieur non videlﬂ donc il existe a € K, r > 0 tels que B(a,r) c K.
Soit g € A et x € B(0,r), alors g(a + z) < 1.
On applique l'inégalité de Minkowskiet on a v/q(x) < Vq(z + a) + /q(—a) = /q(z + a) + /q(a) <2 d’ott
q(B(0,r1)) < 4.

1
On en déduit Yz € B(0,1), ¢(z) = q(m‘)r—2

4 4
< ) et donc N(q) < 2

e A est non vide : )
x
K est borné donc inclus dans une boule B(0, M). On pose ¢(z) = HJW—HQ On a bien g€ Acar Vz e K, ¢(z) < 1.

e Conclusion sur l'existence :
L’application D est continue (car le déterminant est continu) sur A compact, donc D atteint son maximum en
do- )

T

Ona D(z — H]V[—HQ) > 0 et c’est une forme quadratique dans A, donc D(go) > 0, d’ott go € QT ™.

On a donc existence d’un ellipsoide de volume minimal contenant K.

e Unicité : n
q0

Soit g € A tel que D(q) = D(qo) et ¢ # qo. Comme A est convexe, a € A, or comme det est strictement

+
log-concave sur les matrices symétriques définies positives, on a D(%) > +/D(q)\/D(qo0) = D(qo), ce qui

contredit la maximalité de D(qo). O

1. On a l'impression que le calcul du volume Vj fait ici dépend du choix de la base B, mais ce n’est pas le cas. Si on prend
une autre base orthonormée, la matrice de passage de I'une a l'autre est orthogonale, donc le jacobien du changement de variable
correspondant est 1.

2. Les sup ou max de normes sont toujours de bons candidats de normes...

3. Clest ici qu’on l'utilise!!!

4. On a le droit de 'appliquer car on est sur Q.
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[Lemme (Log-concavité du déterminant sur S, +)]

Soient A, B € ST (R), a, € [0,1] tels que o + = 1, alors det(aA + SB) = (det A)*(det B)”.
Si A # B et a, 8 # 0, I'inégalité est stricte.

Démonstration. On utilise le théoréme de pseudo-réduction simultanéelﬂ pour écrire A = "PP et B = "PDP
avec P € GL,(R) et D = Diag(A1, ..., An) avec \; > Oﬂ
On a donc (det A)*(det B)? = det P?(det D)? et det(aA 4+ 8B) = det P?(det(al,, + D).

B
On veut donc montrer det(al, +3D) > (det D)?, soit H(oz-i—ﬁx\i) > (H /\i) , soit Z In(a+8A;) = BZ In(\;).
Or In(a + SA;) = aln(l) + B1n()\;) = BIn();) par concavité du logarithme. On a ainsi le résultat en sommant
ces inégalités et en remontant le raisonnement.
Si A # B, un des \; est différent de 1 et on utilise la stricte concavité du log pour conclure. O

Remarques : — On peut déplacer le probleme en n’importe quel point de I'espace. En effet, si on prend
a € R™ comme nouveau centre du repere de ’espace, on opére une translation de notre compact et il reste d’in-
térieur non vide. On applique notre théoréeme et on obtient un unique ellipsoide centré en 0 de volume minimal
contenant K. On opére la translation inverse pour résoudre le probléme. En effet, un ellipsoide translaté reste
un ellipsoide.

— On peut appliquer ce théoréme sur n’importe quel espace vectoriel réel euclidien.

— Application : FGN 3.38 : les sous-groupes compacts de GL(E) maximaux pour 'inclusion sont les O(gq) ou
E est un espace vectoriel réel de dimension finie et g € Q.

— Si K est un triangle équilatéral dont un des sommets est ’origine, il faut savoir déterminer ’ellipsoide cor-
respondant. Celui-ci passe paur2 deux2 points du triangle et cela le déthrmine entierement. Si on appelle a le coté
du triangle, on a 1’équation o + ‘Z—Z =1 avec b tel que COSZ(g) + a—z sinz(g) = 1. C’est donc un cercle.

Pour montrer qu’il passe par les deux sommets. Il suffit de dire que via une affinité orthogonale, on peut faire
passer Dellipse par un sommet. Puis si il était minimal alors il serait unique or si on tourne notre ellipsoide, il
passe par l'autre coté et contient toujours le triangle. On en déduit qu’on passe nécessairement par les deux
sommets.

— Un prolongement du théoréme : on peut poser 'application ¢ qui & € R™ associe le volume de &,
avec ¢, l'unique forme quadratique définissant lellipsoide &,, centré en x de volume minimal contenant K.

Si on prouve que ¢ est continue, et que hors d’un certain compact le volume devient grand (I’enveloppe
convexe 7), alors on aura montré qu’il existe un ellipsoide de volume minimal contenant K (et ceci sans fixer
son centre).

Une preuve compléte peut étre trouvée dans le super livre Analyse pour l'agrégation de mathématiques, 40
développements de notre cher camarade Julien Bernis.

— On peut se poser la question de savoir s’il existe un unique ellipsoide de volume maximal & 'intérieur d’un
compact. (Baptiste)

C’est faux! On prend deux compacts connexes identiques disjoints. Leur union forme un compact. Mais si il
existe un unique ellipsoide dans ce compact, il est dans 'un deux sous compacts connexe. Comme ils sont
identiques, on perd 'unicité.

— Dans le Alessandri, il y a une application de ellipsoide de John Loewner a la recherche des sous-groupes
compacts de GL,,(R).

Théoréme.

Si A et B sont dans Sp(R) et si A est définie positive, alors il existe P € GLn(R) telle que *PAP = I, et *PBP soit
diagonale.

6. On rappelle qu’on n’a pas diagonalisé A et B! Les \; ne sont pas les valeurs propres de B. On a juste trouvé une base
orthogonale commune pour deux produits scalaires.
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Chapitre 6

Espace de Bergman

Références : Bayen, Margaria, Espaces de Hilbert et opérateurs, p 104

L’objectif de ce développement est d’étudier ’espace de Bergman
A(D) = {f e H(D): J |f(2)]? dedy < oo}.
D

On munit cet espace du produit scalaire de L*(ID).

Lemme.

Pour tout K compact de D, on a

1

VfeAD), |flex < U= d(K,S1) x| fllzz-

Démonstration. Soit a un élément de ID. Comme I est ouvert, il existe r un réel strictement positif tel que
D(a, r) soit inclus dans D. D’apres la formule de la moyenne :

1

— dady.
N f(2) dzdy

fla) =

Alors d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

@) < —5 f F()? dady " j dady "
mr? D(a,r) D(a,r)

o 1/2
mwr

<) s

Al

NLES
On fait alors tendre 7 vers d(a,S') pour obtenir

| £z
[f (@)l < N d(ci,Sl)'

Etant donné que d(K,S') < d(a,S"), le résultat s’ensuit alors. O

Proposition.

A%(D) munit du produit scalaire de L*(ID) est un espace de Hilbert.
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CHAPITRE 6. ESPACE DE BERGMAN

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy de A%(D). Alors d’aprés le lemme précédent, on a pour tout
compact K de D :
”.fn fm||L2

Vrd(K,St)

Ainsi, sur tout compact, (f,) est de Cauchy dans C(K,C) qui est complet pour la norme uniforme, donc quitte
a prendre des compacts emboités, on a l'existence de f continue sur D et limite uniforme sur tout compact de
(fn). D’apres le théoreme de Weierstrass, f est holomorphe.

De plus, L*(D) est un espace complet donc (f,,) admet une limite g dans L*(D). Or, d’aprés le théoréme de
Riesz-Fischer, il existe une extractrice ¢ telle que (f,(,)) converge presque partout sur D vers g. Ainsi, f = g
presque partout sur D et f est un élément de L?(ID). O

Vm,neN:”fn meDK\

Pour toute la suite, on pose pour tout entier naturel n

D - C
en : n+1z”

zZ >

™

Proposition.

La famille (e,,) forme une base hilbertienne de A%(ID).

Démonstration. Le caractére orthonormée de (e, ) est immédiat, il suffit de calculer :

<en7 €m> = (n * ];_()_(m i 1) JD E"zmdxdy

(Tl + 1)(m + 1) (Jl T‘n+m+1d7“> (JQW ez(n—m)9d8>
™ r=0 60=0

_2m/(n+1)(m +1)
 (n+m+2)7
_ 2m(n+1)
@2+ T

n,m

= 5n,m

A présent, considérons f une fonction de A%(D) orthogonale & Vect(e,). On note ¢, (f) = (f,e,) et on a
donc par supposition ¢, (f) = 0.
Comme f est holomorphe sur D, elle est analytique sur D et il existe (a,) une suite de nombres complexes telle
que

VzeD: f(z i

1
:”n—i- jz”f(z) dxdy
T Jp
= n+llim f zZ" f(z) dxdy
T r-l |z|<r
_In+1 &
= 711_)11% (kz: akf ‘<T "z dxdy) ,

la premiere égalité provenant du théoréme de convergence dominé et la deuxieme du fait de la convergence
normale sur tout compact de D de la série entiere Zanz". Or avec un changement de variables polaires, il
vient :

Alors :

™1t rn+k+2 T 7,2n+2

ok dedy = "5, = §
L|<T Y k2% T T O

donc
n+1 ™ 7“27”2 ™ . om42 ™
en(f) =1/ }gq(Zak 1 O | = 7 On lim 7 =\ 7T
Donc pour tout n € N, a,, = 0. On en déduit f = 0 et la famille (e, ), est bien une base hilbertienne. O
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CHAPITRE 6. ESPACE DE BERGMAN

Remarques : o Il existe un noyau pour les fonctions de A?(DD).

,—| Proposition. \

Soit F une fonction de A%*(D). Alors :

F(2)
D:F()=| ———— dzdy.
WD PO - [ o dat
Démonstration. Posons
D> —» C
k: 1 .
(¢ 2) = A(l—c3?

1l est immédiat que pour tout ¢ de D, k((,.) est un élément de A*(D). Soit F' € A*(D) et (a,) la suite de
nombres complexes associée telle que

s}
Vze]D:F(z)=Za z

On fixe ¢ € D. Comme (e,,) est une base hilbertienne de A?(ID), il vient

k(C,.), F 4 / an<k Cy.),€eny-
Or, pour tout entier naturel n :

K)oy = V0TI f _ dady - V”“J (V(cz)k) " dwdy
D \k=0

8

13/2 13/2

N

Vn+1 < Vn+1 !
= 57 J kz_:ok—i—l 2" ) dady = 3 2k+1§f kondedy -

_ yntl Zk“ s n+1<n

m3/2 2k +2 T

II suffit alors de reporter cette expression pour conclure. O]

e Apparemment, on peut faire des opérateurs de Toeplitz sur les espaces de Bergman et il y aurait des
applications obscures en physique quantique...

Adapté du travail de Paul Alphonse.
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Chapitre 7

Equation de Hill-Mathieu

Références : Zuily, Queffelec, Analyse pour lagrégation, p 410-412

On considere ’équation différentielle suivante :
(E):y"+qy=0 ;

avec ¢ : R — R une fonction continue, paire, m-périodique. On cherche une quantité que caractérise ’existence
de solution bornée. En vertu du théoréme de Cauchy - Lipschitz, I'espace des solutions de (E) est un sous-espace
vectoriel de C?(R), de dimension 2, que ’on notera 1. On peut, de plus, le munir d’une base "canonique’ (1, y2)

définie par :
{ y1(0) =1 ot { yg(O) =0
y1(0) =0 y2(0) =1

On considere 'endomorphisme de translation suivant :

u: C*R) — C*R)
foo= fl+m)

Etape 1 : W est u-stable.
Soit y € W, pour tout = € R on a, comme ¢ est m-périodique,

u(y)"(z) + q(@)u(y)(z) = y"(z + ) + q(@)u(z + ) =" (z + 7) + q(z + T)u(z + 7) = 0.
Donc u(y) est solution de (E).

Par abus on identifiera u a la matrice de uy dans la base (y1,92). On a :
[ a c
T\ od
Etape 2: ab,c,d?

Pour tout z € R, on a : u(y1)(x) = ay1(z)+byz(z). En évaluant en 0, on obtient : a = y; (7). De plus en dérivant
I'expression précédente et en évaluant en 0, on obtient : b = (). En procédant de méme avec y», on montre
que l'on a : ¢ = yo(7) et d = yh(m).

On pose : T = tr(u) = a+d.
Etape 3 : det(u)?

Soit w la wronskien de la base (y1,y2). On a : w = yyy5 — y2y;. On vérifie que la dérivée de w est constante
égale & 0. Par continuité du wronskien, il est donc constant. On a donc : det(u) = w(r) = w(0) = 1.

Etape4: a=d
On pose z = y1(—.). Pour tout z € R, on a :

2"(x) + q(2)z(2) = yi (=2) + ¢(@)y1 (@) = yi (=2) + ¢(—2)y1 (—2z) = 0,
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CHAPITRE 7. EQUATION DE HILL-MATHIEU

car ¢ est paire. On en conclut que z est solution de (E). Or elle vérifie les mémes conditions initiales que yi,
elle lui est donc égale. On en déduit que y; est paire. De la méme maniere, il apparait que ys est impaire.
L’inverse de u est "endomorphisme u™! : f + f(. — 7). Sa matrice dans la base (y1,>) est donc :

(i e = )

Or d’apres la formule de Pinverse (avec la comatrice) on a aussi :

-1 _ d —C
vo= ( —b a
On en déduit que a = d.

Nous avons donc a présent toutes les cartes en main pour démontrer le théoréme suivant :

Théoréme.

— Si |T'| < 2, alors toutes les solutions de (E) sont bornées.
— Si |T'| = 2, alors il existe des solutions bornées non nulles.
— Si |T| > 2, alors toutes les solutions non nulles sont non-bornées.

Démonstration. Le polynéme caractéristique de u est : x,(X) = X 2 _TX + 1. Son discriminant est donc
A=T%—4.

Cas1l: Si|T|<2.

Dans ce cas, on a A < 0. u admet donc deux valeurs propres complexes conjuguées, p et p. On a : pp = 1
donc |p| = 1. Soient 27 et z5 les valeurs propres associées. C’est une base propre de W. Pour tout z € R, on a :
z1(x + ) = pzi(x). La fonction |z1| est donc m-périodique et donc bornée. On en déduit que z; est bornée. De
la méme manieére, z9 est bornée. Par linéarité, toutes les solutions sont bornées.

Cas2: |T|=2.
Si |T'| = 2, le discriminant est nul et +1 est I'unique valeur propre. En considérant un vecteur propre z associé,
on montre de la méme maniére que |z| est m-périodique et que z est une solution bornée.

Cas 3: Si|T|>2.

Dans ce cas, u admet deux valeurs propres réelles a et ! (avec @ > 1). On note z1 et z9 les vecteurs propres
associés. Ils forment une base. Soit y une solution non nulle, on dispose de S et v non tous nuls, tels que :
y = fBz1 +722. Si B # 0, on dispose de zg tel que z1(xg) # 0. Pour tout n € Z on a :

y(zo + nm) = a"Bz1(xo) + @~ "yz2(xo) , qui explose quand n croit.

De la méme maniére, si v est non nul, il faut faire tendre n vers —oo pour montrer I’explosion. Ainsi toute
solution non nulle est non bornée. O

Remarques : o Si g =1, on trouve y; = cos et yo = sin. La trace est alors
T = y1(7) + yh(m) = 2cos(n) = —2.

Donc il existe des solutions bornées et en fait elles le sont toutes dans ce cas la.
e Si ¢ = —1, on trouve y; = cosh et yo = sinh. La trace est alors

T = y1(7) + yh(m) = 2cosh(rm) > 2.

Il n’y a donc pas de solution bornée non nulle.

e On pourrait essayer de résoudre explicitement ’équation pour des ¢ plus complexes mais c’est difficile. Par
exemple, pour g(x) = cos(2x), la résolvante est déja incalculable.

Le théoreme n’en est pas pour autant inutilisable. En effet, T est donné par

T =y () + yh(m).
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CHAPITRE 7. EQUATION DE HILL-MATHIEU

11 suffit donc de savoir approximer assez précisément y; et yo (avec un RK4 par exemple) pour pouvoir déter-
miner si on a une chance de trouver des solutions bornées non triviales.

Voici un exemple ou T vaut environ 0.77. On observe que y; et yo sont bornées.

Solutions fondamentales de Hill-Matthieu avec q(t)=cos(2t)

_ —y‘]
4 — y2

y(t)
o
1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tempst

D’ailleurs je n’ai pas choisi cet exemple au hasard. Mathieu a étudié cette équation pour g(x) = A\—2¢ cos(2x).
Il s’intéressait a 1’équation d’onde pour une membrane elliptique. Hill a retrouvé une équation similaire en étu-
diant le périgée de la lune.

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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Chapitre 8

Equation de la chaleur

Références : Zuily, Queffelec, Analyse pour l’agrégation, p 105
Evans, Partial differential equations, p 63

Dans ce développement, on se propose de résoudre ’équation de la chaleur a ’aide des séries de Fourier.

Soient L un réel non nul et @ =]0, L[x]0, co[. Considérons le probléme

((ueC(@) ueCi(Q) (1)
ou 0%u
(EC) ) %(tvz) - @(tx) =0 (t,l‘) €EQ (2)
w(0,t) = u(L,t) =0 te[0,00] (3)
u(z,0) = h(z) x€e[0,L] (4)

oil h est une fonction de classe C* sur [0, L] vérifiant h(0) = h(L) = 0 et ou Cj est I'espace des fonctions
dérivables deux fois en espace et une fois en temps.

Théoréme.

Le probleme (EC) admet une solution de classe C* sur Q.

Démonstration. e Analyse par séparation des variables :
L’idée est de chercher des solutions de la forme w(z,t) = f(x)g(t) (séparation des variables). Alors (2) est
équivalent & f(z)g'(t) = f"(z)g’'(t) sur Q. Supposons que f et g ne s’annulent pas sur @ alors

f'(@) _g'1)

fl@)  gt)’

Les deux membres de cette équation sont donc égaux a une certaine constante A € R. On a

{ f'(x) = M(x), x€]0, L]
g'(t) = Ag(t), te€]o,+oof

V(z,t) € Q.

Trois cas se présentent a nous :
1. Si A >0, alors f(x) = Ae¥V> 4 Be=V* Puis on a f(0) = f(L) = 0 donc A = —B et Asinh(vAL) = 0.
On en déduit f = 0 et u = 0, ce qui ne convient pas a la condition (4) en général.
2. SiA=0, f(x) = Az + B et les conditions aux bords donnent a nouveau u = 0.
3. Si A <0, on pose & une racine de (—\), alors f(z) = Acos(§x) + Bsin(€x) et g(t) = e €t Les conditions
de bord donnent A =0 et Bsin(¢L) =0, d’ou & = n% pour n € Z.
On a donc trouvé une famille de solutions possibles donnée par

2.2

Un(2,t) = by, sin (%) e " TTlnel.
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Néanmoins, il n’est pas dit qu’une de ces solutions puisse vérifier (4). On va donc chercher une solution sous la

forme
= . nm 7"2'"215
u(z,t) = ,;1 by, sin (f) e 7 "

e Synthese :
Soit hy la fonction définie sur [—L, L] par

h(z) si x € [0, L]
hi(x) = :
—h(—z) sixe[-L,0]
Comme h(0) = 0, il s’ensuit que la fonction hy est de classe C* sur [—L, L]. Considérons & présent H la fonction
2L-périodique sur R qui coincide avec hy sur [—L, L]. Etant donné que h(L) = 0, H est continue sur R et C*

par morceaux. Alors la série de Fourier de H converge uniformément et normalement sur R vers H. H est une
fonction impaire donc

VoeR: H(z) = ZL] by, sin (%x)
n=1

2 L
b, = ZJO h(x) sin (n%w) dx

et la série Z b, converge absolument. Ainsi, la fonction

avec

@ - R
v (z,t) +— nzv:lbnsin(?x)exp (— (T)2t>

est continue d’apres le théoréme de continuité sous le signe somme. Montrons qu’elle est de classe C* sur Q.
On pose pour cela pour tout entier naturel non nul n

Q - R

tn (z,t) +— b,sin (%x) exp (— (%)2 t> '
Alors :

1. Les fonctions u,, sont toutes de classe C* sur Q.

2. Soit [e, 0[]0, oof. Alors les différentielles partielles d’ordre k des w,, sont majorées (uniformément) sur
10, L[ x [, oo[ par un terme de la forme

nm 2
Ci |bn| n?* exp <— (T) 5)
nw

2
qui est le terme général d’une série convergente étant donné que la suite de terme général n?* exp (— (T) 8)

est bornée et la série 2 b,, converge absolument.

D’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametre, u admet des dérivées partielles dans les directions
x et t et elles sont continues. Comme les dérivées partielles de u sont continues, u est C?.
On peut itérer ce raisonnement autant de fois que 1’on veut et cela montre que u est bien de classe C* sur Q.

Pour terminer, il ne reste plus qu’a montrer que u est solution de notre probleme. Dans le point précédent,
on a montré que u satisfait (1). De maniere immédiate, il vient que

¥ne N*Y(t,2) € Q (t,z) Fun
n V(t,x P (t, 1) = =

ot o0x?
et donc d’apres le théoréme de dérivation des intégrales & parametre, u vérifie (2). Enfin, pour tous ¢ réel
strictement positif et = élément de [0, L] :

u(0,t) = 21 by, 5in(0) exp (— (”%)2 t) - i by, sin(n) exp (- (%“)2 t> = u(L,t) = 0,

n=1

Otin (t,z) =0

u(x,0) = Zf: by, sin (%x) = h(x),

donc u satisfait les points (3) et (4), ce qui achéve la démonstration. O
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Théoréme.

Le probléeme (EC) admet une unique solution. De plus, elle est de classe C* sur Q.

Démonstration. On va utiliser une méthode d’énergie.
Soient u; et us deux solutions du probleme de la chaleur. On pose w = u; — ug alors w vérifie

w e C(Q) we CY(Q)

ow 0w
< ﬁ(t,x)—w(t,z)zO (t,ZE)EQ

-

w(z,t) = (z,t) € 0Q

On pose 'énergie

e(t) := f w?(x,t)dz, te[0,00[.
[0,L]

Alors en utilisant le théoréme de dérivation sous l'intégrale sur tout compact de [0, 0[, on a

de (t) = 2J wa—wdx
dt [O,L] 61?

= QJ wAwdz

[0,L]
=2 [wVw]é - QJ Vw.Vwdz
[0,L]
= -2 J, |Vw|® dz
[0,2]
<0

D’ot on en déduit
Vit € [0, 0], e(t) < e(0) = 0.

Or comme e est positif, e = 0 et w = 0.
On a bien 'unicité. O

Remarques : e On retrouve la propriété de régularisation de I’équation de la chaleur, ainsi que sa propagation
a vitesse infinie, et sa non-réversibilité.

¢ Originellement, Fourier a résolu I’équation de la chaleur de cette maniere. Néanmoins il n’a rien justifié des
convergences et existence de ses sommes...

e On peut aussi prouver 'unicité par le principe du maximum (difficile).

,—[Lemme (Principe du maximum pour P’équation de la chaleur).} |

Soit u € C(Q) N C*(Q) telle que

0u

V(l‘,t) € Q : ﬁ(tax) - a_u

N (t,z) = 0.

Soient T' > 0 et K =[0,L] n [0,T]. Alors :

sup u(x,t) = sup  u(x,t).
(z,t)eK (z,t)eKNEQ

\ J

Démonstration. Considérons l'opérateur différentiel

02 0

oz ot
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Soient € > 0 et u. : (x,t) = u(x,t) + ex? qui vérifie Pu. > 2¢ sur Q. Soit m. = (z.,t.) un point de K o u,.
atteint son maximum sur K. Supposons par ’absurde de m. n’appartienne pas a K n 0Q. Alors :

0 02
0<xz. <L donc aus(mg)—O et au;( c) <0,
x x
Ou, ) Ue(ze,te — h) — u(we, te)
< — = = 0.
0<t:<T donc o (me) h_)(l)u:nh<o < — >0

11 en résulte que Puc(m.) < 0 ce qui contredit Pu.(m.) = 2e. Ainsi, m. € K n 0Q puis :

sup u(z,t) < sup uc(z,t) = sup u(z,t) < sup  u(x,t) +eL>2
(z,t)eK (z,t)eK (z,t)eKnoQ (z,t)eKndQ
II suffit alors de faire tendre € vers 0 pour conclure. O]

Pour prouver 'unicité, on se donne u; et us deux solutions du probléme, puis on pose v = u; — us. Alors,
le principe du maximum prouve que v = 0, car v est nulle sur 0Q.

Adapté du travail de Paul Alphonse.
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Chapitre 9

Equation de Nagell-Ramanujan

Références : Francinou, Gianella, Exercices de mathématiques pour l’agrégation - Algébre 1, p 166-171
Un corrigé de partiel sur la page de Lionel Fourquaux : https://www.normalesup.org/~fourquau/pro/teaching/
2011-2012/thno/examl-corrige.pdf

Théoréme.

L’équation diophantienne 2% + 3 = 2" n’admet que deux solutions (z,7) : (1,2) et (—1,2).

Démonstration. ¢ On commence par remarque que x doit étre impair et que n > 2.
Supposons que n = 2p soit pair. Alors on peut factoriser I’équation en 3 = (27 — z)(2P + x).
Les seuls diviseurs de 3 étant 1 et 3, on a seulement deux solutions : (1,2) et (—1,2).

e On prend n impair plus grand que 3, d’ott 22 4+ 3 = 0[4].
22 +3 B x +iv3x —iv3
4 2 2
Comme z est impair, on peut I’écrire = 2k + 1 et on a (k + j)(k + j2) = 2™.

On a besoin d’'un lemme pour continuer.

Lemme.

L’anneau Z[j] est euclidien et Z[j]* = {£1, +j, +j°%}.

=2 avec m =n — 2.

L’équation est équivalente a

Démonstration. e La norme N est celle du corps quadratique Q(i/3) associé a Z[j], elle est définie par
N(z +iv3y) = 22 + 3y%

Soient z,y € Q, montrons que 'on peut trouver zy = o + jyo € Z[4] tel que N(z — 20) < 1, avec z = x + in/3y.

On a ) X
N(z—z) = (x—xo+%) +3(y—%) .

On choisit donc yg entier le plus proche de 2y, puis xg Uentier le plus proche de x — %, ainsi on a

N(z - 20) < (;)2+3(D2

< E + S _7 <1
T4 0160 16
Maintenant prenons z; et zo dans Z[j], et prenons zg € Z[j] tel que N <Zl —z ) <1
z22
. 21 21 z1
Alors il vient 21 = 2929 + 22 ( — zo) et N <22 ( — 20)> = N(z9)N ( - zo> < N(z3).
29 22 22
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L’anneau Z[j] est bien euclidien.

e Pour trouver les unités il suffit de résoudre N(z + yj) = 1.

2 3
Cela donne (Jc — %) + % 1.

Dot 2 + 9% —xy = 1.

Puis 2 2
e+
1= 2% +y° —zy| = 2® + 3 — |2y = Qy-
Donc 22 + y? < 2 et les seuls cas possibles sont z, y € {-1,0,1}.
On retrouve bien I'ensemble {+1, 47, +5°}. O

e Montrons que 2 est irréductible dans Z[j].
Si 2 = ab, avec N(a), N(b) # 1, alors 4 = N(2) = N(a)N(b), donc N(a) = N(b) = 2. Mais il n’existe pas
d’élément de Z[j] de norme 2.
En effet, si N(z + jy) = 2, on a 2% + y* — 2y = 2, donc 2% + y? < 4. Donc z et y sont entre -2 et 2. On vérifie
qu’aucun des nombres possibles n’est de norme 2.

e Comme Z[j] est euclidien, il est factoriel, donc par unicité de la décomposition en irréductibles, 1’équation
(k+7)(k+j%) =2"donne k+j = a2l et k+ j2 = o712 avec 0 <1 < m.
a ne peut étre réel, donc c’est soit +7, soit 4.
SN RPN S

Or dans ce cas, en prenant la partie imaginaire, on a +— et +7

Comme on ne peut avoir [ = m — [ =0, on a une absurdlte ce qui conclut la preuve O

Remarques : e Tristement, il y a une maniere triviale de résoudre cette équation. En effet, dans F3, I’équation
diophantienne est z2 = (—1)™. Donc si n est impair, —1 est un carré modulo 3, ce qui est faux.
On peut tout de méme garder ce développement car la vraie équation de Nagell-Ramanujan est z2 + 7 = 2.
Pour celle-ci, il n’y a plus d’absurdité mais le raisonnement est trop complexe pour tenir en 15 minutes.
e Ce développement ressemble au théoréme des deux carrés dans les outils utilisés. Je ne pense pas que faire les
deux en développement soit une bonne idée.

1+ \/3]

2

e Rappelons I'idée de pourquoi 'anneau des entiers algébriques de Q(\/(E) est Z[\/E] sid=2,3[4] et Z l

si d = 1[4].

Si on prend un élément non rationnel, son polyndéme minimal est X2 — Tr(a)X 4+ N(a). Les entiers algébriques
sont donc les éléments de trace et de norme entiere.

Il s’agit ensuite de détailler ce que cela veut dire sur « et on trouve le résultat.

Adapté du travail de Alexandre Bailleul.
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Chapitre 10

Equation de Pell-Fermat

Références : Caldero, Germoni, Histoires hédonistes de groupes et de géométrie - Tome 2, p 388

L’objectif est de résoudre I’équation de Pell-Fermat, i.e chercher les couples d’entiers (z, y) vérifiant 22 —dy? =
1 avec d un entier supérieur ou égal a 2 sans facteur carré.

Théoréme.

Soit d un entier naturel sans facteur carré et soit H I’hyperbole d’équation X2 — dY? = 1 dans le
plan R?. Soit E = My = (1,0). On admet P’existence de M; = (X1,Y;), un point de H ou X;
et Y7 sont des entiers naturels avec X7 4 Y7 aussi petit que possible. Alors I’ensemble des points
entiers de la branche de H qui contient My est le groupe engendré par M;. L’ensemble des points
entiers de ‘H forme un sous-groupe isomorphe & Z/27Z x Z.

Démonstration. ¢ On calcule, en coordonnées, 'application ¢ : M € H — M; x M € H. On pourrait le faire
directement mais c’est compliqué. On va faire un changement de repere. On passe au repere OXY ou M a
pour coordonnées (1,1), en posant

z =X +dY
y=X —dy

Notons (x1,y1) les coordonnées de M; dans ce repére. Si un point M a pour coordonnées (X,Y") dans le premier
repere et (z,y) dans le deuxiéme, alors My * M a pour coordonnées (z1x,y1y) dans le deuxiéme repére et

(X',Y") = (X, X +dV1Y, V1 X + XV))

dans le premier.
En effet, la droite parallele & (M1 M) passant par E a pour équation

YUz —).
xr — T

j—1-=

. On trouve facilement le résultat attendu

ST

p(M) est donc intersection de cette droite avec 'hyperbole § =

apres quelques calculs.

e L’hyperbole H est la réunion de deux branches. On appelle H celle qui contient E.
On remarque que (z,y) € Ho si et seulement si (x,y) € H et £ > 0. Comme 7 > 0, il s’ensuit que Hg est stable
par ¢ et forme méme un sous-groupe de H pour .

e On remarque que p : (z,y) € Ho — = € RT* est bijective. On peut donc mettre I'ordre de R™* sur H,.
De plus, z = /1 — dY2 +/dY (car X% —dY? = 1). Cette fonction de Y est strictement croissante donc 1’ordre
se lit indifféremment sur la coordonnée x ou sur la coordonnée Y.

Pour cet ordre, la fonction ¢ est strictement croissante sur Hg car 1 > 1 (car X7 = 1 et Y7 = 0).
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CHAPITRE 10. EQUATION DE PELL-FERMAT

N

e Pour tout n entier, posons M,, = M{" = (X,,,Y,). Il est immédiat que M_; = (X;,—Y7) d’ott on tire par
récurrence que Y_,, = —Y,, pour tout n entier. Comme ¢ est strictement croissante et que M, 11 = ¢(M,), la
suite (M,,) est strictement croissante. De plus, comme X; > 1, Y7 > 0 et X,, > 1 pour tout n, Y,,11 > Y,, pour
tout n € Z. Comme les Y,, sont entiers, (Y,,) diverge vers +co.

e Soit M = (X,Y) un point entier de Hy. D’apres ce qui précede, il existe un entier n tel que Y,, <Y <Y, 41,
donc M, < M < M, ;1. Notons M’ = (X', Y’) = M_,, » M. Grce a la croissance stricte de ¢, donc de ¢~ ", on
a My < M’ < M. Mais, par hypothése, M; est la solution entiére minimale de I’équation de Pell-Fermat, donc
M’ = My puis M = M,

e On remarque pour terminer que la réflexion o : (X,Y) — (—X,Y) échange les deux branches de H et
préserve Z? | et on peut affirmer que les points entiers de H sont les (+X,,,Y;,) pour n € Z.
Comme les Y,, sont symétriques, on peut méme dire que les points entiers sont les +M,, pour n € Z.
On pose I'application
' - Z)2ZxZ
eM,, — (gn)

et on vérifie qu’elle forme bien un morphisme de groupes.
L’ensemble des points entiers de H forme donc bien un sous-groupe isomorphe & Z/27 x Z. O

Corollaire.

Soit d un entier naturel supérieur ou égal a 2 et sans facteur carré, alors il existe une solution
fondamentale 27 = X; + V/dY; solution de I’équation de Pell-Fermat X2 — dY? = 1 telle que
I’ensemble des solutions soit {+z7,n € Z}.

Démonstration. Les solutions de ’équation de Pell-Fermat sont exactement les points entiers de ’hyperbole
précédente. O

Corollaire.

Soit d un entier naturel supérieur ou égal a 2 et sans facteur carré et tel que (—1) ne soit pas un
carré modulo d, soit A = Z[\/d], alors A ~ Z x Z/27.

Démonstration. Les inversibles de A sont les éléments de norme +1, en prenant la norme de (@(\/a)

Les inversibles sont donc les points entiers des hyperboles X2 — dY? = +1. On connait les points entiers de
X? —dY? = 1. L’idée est donc de montrer qu’il n’y a pas de points entiers non triviaux sur X? —dY? = —1.
Si c’était le cas, on aurait X% = —1[d], ce qui est absurde car (—1) n’est pas un carré modulo d. O

Remarques : e Le probleme des beeufs d’Hélios se résout a I’aide d’une équation de Pell-Fermat. L’entier d
correspondant est de Iordre de 10'4...

e La solution fondamentale de X2 — 15Y2 = 1 est (4,1). On peut ainsi trouver toutes les solutions. Pour cela,
on écrit x, = x7 et soit on développe, soit on trouve une relation de récurrence suivie par X,, et Y.

Ici on a

Tpp1 = (4 +V15)z, = (4 + V15)(X,, +V15Y,) = (4X,, + 15Y,) + V15(X,, +4Y},),

1. A n’est pas toujours 'anneau des entiers de Q(\/Zl), mais ¢a ne change rien a la caractérisation de ses inversibles. On a toujours
A* c O(Q(vd))*. Linverse reste le conjugué.
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CHAPITRE 10. EQUATION DE PELL-FERMAT

d’ol
X7L+1 = 4Xn + 15Yn
Yip1 = X, +4Y,,

e La solution fondamentale de X2 —19Y2 = 1 est (170,39). C’est plus difficile & trouver. Il y a donc encore du
travail a faire.

Pour prouver 'existence de la solution fondamentale, on utilise des développements en fraction continue. Cela
donne explicitement (X7,Y7), mais c¢’est compliqué...

e Si d est premier et d = 3[4], on sait que (—1) n’est pas un carré modulo d. On a donc les exemples
d=3,7,11,19,....

-1
Sid=15,0na <15> = —1 donc (—1) n’est pas un carré modulo 15. On peut donc aussi appliquer le corollaire

dans ce cas la.
e En fait, le corollaire reste vrai méme quand (—1) est un carré modulo d, c’est le théoréme des unités de
Dirichlet, mais c’est plus difficile a prouver.

Adapté du travail de Paul Alphonse.
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Chapitre 11

Etude de O(p, q)

Références : Caldero, Germoni, Histoires hédonistes de groupes et de géométries, p 211

Cadre : on note O(p,q) le sous groupe de GL,;4(R) des isométries pour la forme quadratique ¢(z) =

x% +...+ x?) — $;2>+1 — x§+q. On note I, 4 = (% _OI ) et on rappelle que M € O(p, q) < M[(p’q)tM = Iip.q)-

q
Théoréme.

Soient p,q = 1, alors il existe un homéomorphisme

O(p, q) = O(p) x O(g) x R™.

Démonstration. e Prenons M € O(p, q), alors par décomposition polaire, M = OS avec O € O(n) et S € S+
pour n = p + ¢q. Montrons que O, S € O(p, q).

On pose T =*MM, alors S? = T.

On a M € O(p,q) donc MI, M = I, donc ‘M1, \M™" = I, dott "M~ € O(p,q) et ainsi

M € O(p, q).
Donc S =T = "MM € O(p, q).
A présent, on sait que T' € S, donc comme exp réalise un homéomorphisme de S, sur S;+, on a I'existence

de U € S, tel que T = exp(U). Alors

Te O(p7 q) < TI(nq)tT = I(p,q)
& 'T= I(p,q)Till(p’Q)
< Lexp(U) = I (g exp(U)*II(;)}q)
< exp(*U) = eXp(—I(p,q)UI(;’lq))
s'U=U= —I(p}q)UI(:q) (par bijectivité de exp)
S Ulpg +1pgplU =0
U U
< El(p,q) + I(m})§ =0

U U
= exp(E) = I(p.q) exp(;)_ll(pwlq) (en remontant les calculs comme précédemment).

U U U
Comme exp(;) €S, et exp(=)? = T, par unicité de la racine carrée, S = exp(E) et donc STy, 'S = I o)

11 vient S € O(p, q), et donc O € O(p, q).
On sait que la décomposition polaire induit "homéomorphisme GL, = O(n) x S, donc par le travail

précédent, on a ’homéomorphisme

O(p,q) = (O(p,q) N O(n)) x (O(p,q) NS ™).
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CHAPITRE 11. ETUDE DE O(P, Q)

e Etudions O(p, ¢) n O(n).

Soit O dans ce groupe, alors OI(p)q)tO = I(p,q) €t O'0O = I,,. Si on écrit O = (é IB;>’ alors
A'A—B'B =1, A'A+B'B =1,
A'C—B'D =0 ¢ A'C+B'D =0
CtA-D'B=0 ¢ ) C'A+D'B=0
C'C—-D'D=—I, C'C+D'D =1,

On en déduit B*B = 0, donc comme (M, N) — Tr(M*N) est un produit scalaire, on a B = 0.
De méme, on a C' = 0. Ainsi A € O(p) et D € O(q).

On en déduit O(p,q) N O(n) = {(61 g) ,Ae O(p),D e O(q)} =~ O(p) x O(q).

e Etudions O(p,q) n S} .
On pose L = {U € My(R), Ul 4 + Ip,U = 0}, alors on a vu plus haut que exp réalise une bijection
entre L N S,, et O(p,q) n S;1. Or I'exponentielle réalise un homéomorphisme de S,, sur S;* donc elle induit
’homéomorphisme O(p,q) n STt = L n S,.
. A B
Soit U = ‘g D
UelLs A=0et D =0.

Il en découle que L n S,, = {(

s A 0
€ Sy, avec A, D symétriques, alors comme Ul o) + L U = 2 (0 D)’ on a

0 B

g O> ,Be Mp,q} et on déduit 'homéomorphisme L n S,, = RP9.

— On a donc comme annoncé :

O(p,q) = (O(p,q) N O(n)) x (O(p,q) N S;FT) = O(p) x O(q) x R¥.

~— Corollaire. N

1. O(p, q) est compact si et seulement si p ou ¢ est nul.

2. O(p, q) a quatre composantes connexes si p,q # 0.

3. La composante connexe de I'identité est SOg(p, q) = {(é g) € SO(p,q), A€ GL;}.

\ J

La troisieme propriété est la seule non évidente. On pourra trouver la preuve dans le H2G2.

Remarques : o Au fait, O(p, ¢) est un groupe. Pour le voir, on multiplie par I'inverse & gauche et sa transposée
a droite dans Ml(p)q)tM = I}, q) pour obtenir I'égalité voulue.

e On utilise beaucoup le fait que I'exponentielle réalise un homéomorphisme de S,(R) sur S (R). On peut
voir ¢a au chapitre [4]

e Le groupe SOg(3,1) est appelé groupe de Lorentz restreint et sert en physique quantique et en électromagné-
tisme.

e En fait O(p, q) est un groupe de Lie car c’est un sous groupe fermé de GL(n) (voir le théoréme de Cartan -
Von Neumann au chapitre. En effet, pour M dans O(p, q), M(I(p7q)tMI(p7q)) = I,, et si on pose lapplication
continue ¢ : M +— M1, ,*M alors O(p,q) = gp_l(l(p,q)).

L’algebre de Lie associée est Ker(Dy(I,)) = {H € Myp(R),HI(;, o) + Iy "H = 0} (I'espace tangent en I'iden-
tité). On reconnait bien str ’ensemble L défini précédemment !
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Chapitre 12

Etude du 6-schéma pour 1’équation de
la chaleur

Références : Quarteroni, Sacco, Saleri, Méthodes numériques, p 458-459
Di Menza, Analyse numérique des équations aux dérivées partielles, p 98

On étudie 1’équation de la chaleur unidimensionnelle sur le pavé [0,T] x [0, L]. Elle s’écrit comme suit, pour
un parametre v > 0 :

ou Pu

VT

On suppose connue existence de la solution classique. De plus, on peut montrer qu’elle est C*.

Notre but est d’approcher numériquement la solution de cette équation avec un schéma numérique aux
différences finies particulier nommé le #-schéma.

On se donne une discrétisation en temps t,, = n7 et en espace x; = jh avecn € [0,N], j € [0,J] et N7 =T,

Jh = L. On note uj] une approximation de u(t,, ;) (que I'on va construire).

Pour 6 € [0, 1], on définit le #-schéma par

ut -y w = 2uttt ot uy = 2u” +ul
j i gti+ j j i+ ;Y
=l 5 +v(l1—90) 5
T h h

Si les indices sortent du domaine défini, on leur donne la valeur 0 pour simplifier.

Théoréme.

1 2
Le 6-schéma est convergent pour la norme 1% si 6 > 5 Ou sous la condition CFL (1 — 29)% < 1si
1
< —.
2

1
Il est d’ordre un en temps et deux en espace si 6 # 3 et d’ordre deux en temps et en espace sinon

(schéma de Crank-Nicholson).

Démonstration. e Le schéma est-il bien défini?

On note u" = (uj); et

2 -1
-1 2 -1
Ap = -
-1 2 -1
-1 2
Alors le schéma se réécerit T ur
(I + GﬁAA) untl = (I —(1- G)ﬁAA) u,

v
Le schéma est donc bien défini si I + Qh—ZAA est inversible.

Observons les valeurs propres de An :
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Jpm

On remarque que le vecteur V,, = | sin | ——
e d v P ( (J +1

)) est vecteur propre de Aa pour la valeur propre A\, =
J

2 <1 — cos <Jp:1>> pour p € [1, J]. Donc Sp(Aa) = {4sin2 <2(in1)> }

Il vient donc

min Sp(/ + 02T AA) =1+ 9— sin? <(7T)> > 0.

h? h? 2(J +1

Donc I + 9 02 AA est inversible et le schéma est bien défini.

e Consistance du schéma.[]
Il s’agit d’utiliser les formules de Taylor pour montrer que la vraie solution vérifie avec un bon ordre le schéma.
On remarque d’abord que

u(tns1,25) —u(tn,z;) _ Ou N, T 0%u
. = at(tn,:zjj)—i- 5 2 (tn,x;) + O(T2).
Puis
W(tn, xj41) — 2u(ty, x;) + u(ty, ;1) _1/(0u ﬁ@ h? 03u 3
h2 h a (tnax,]) + 2 axz (t’ﬂ7 j) + 3' 6 S(t’l’u‘r]) +O(h )
ou h &*u h? 33u 3
_6735(??”7%) + Eﬁ(t"’%) ETiE (tn,z;) + O(h )>
_ %u
a a2 (tnvx]) + O(hz)
De méme,

wtni1, 1) = 2ultnis, T5) + w(tnir, T5-1) _ Pu
h? ox?
1du
= ;E(tn-i_l’xj) + O(hz)
1du T 0%u

=yt o

En remplacant tous ces termes dans le schéma, on obtient l'erreur de consistance en (¢, x;) €]

(tn+1,2;) + O(h?)

(tn,z;) + O(h* +72)

ou T 0%u ou 62u 0%y
e = b)) = 6 (1 25) = T8 (b, 5) = (1 = >62<tmx])+0<h2+7>

du  Pu 1\ P ,

1 0%u 5
=T 5_9 atQ(tn,xj)‘i‘O(h +T)

On a max |[e"|| = O(h* + 7), donc le schéma est consistant.
n
1
De plus, si 6 = 5 On gagne un ordre en temps!

e Stabilité du schéma.
On a

untl = (I + G%AA)_l (I —(1- 9)%%) u

-1
Si on écrit B = (I + QWAA) (I —(1—- 9)%AA)7 alors son spectre est

= {8 () oot (55)

Sp(B) = {1 —_ (1 + 9%7 sin? (2(;11)))1 %Tsiﬁ (%)} c]— oo, 1]

1. Selon la legon, on va plus ou moins vite sur cette partie.

En simplifiant,
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La méthode est donc stable si et seulement si p(B) < 1 (car B est symétrique), c’est a dire si et seulement
si pour tout p € [1,J], on a

vt pT vt 4 pT
= P ) <o1+025 — ).
pz o (2<J+1>) < 05 s (2(J+1>>)

2T Jr
— 1) gin? | —2— > —1.
(20 = 1) 55 sin <2(J+1)>

1
On voit d’abord que si 6 > ok alors le schéma est inconditionnellement stable.

Si ce n’est pas le cas, comme on peut faire tendre sin? L
P ’ P 2(J + 1)
2uT

h2?

Donc si et seulement si

) vers 1 en augmentant J, il faut que la

condition (1 — 20) < 1 soit vérifiée.

On retrouve ainsi les conditions du théoréme.

e Autre version de la stabilité pour la lecon 110 (transformée de Fourier discréte).

On applique la transformée de Fourier discréte a notre schéma : pour tout £ € [— ], on a

T
h’'h

—

—~  voT, . G — (1
untl =y + —2(@"hE — 24 e hEyyn+l 4 (

—O)r

= (eihg —24+ e—ihf)aﬁ.

, , h
Or " — 2 4 ¢ ¢ = 2(cos(h€) — 1) = —4sin? (2‘5), d’ou il vient

— 40T | AN vl -0)r | he\\ —~
n+l — 2 — 2 n
u (1 + [ sin ( > >> (1 % sin 5 um.

Le schéma est stable si et seulement si le coefficient d’amplification est de module inférieur ou égal a 1. On

. P , s s . ~ s ’ 71'
retrouve ainsi les calculs présentés précédemment et on obtient la méme condition CFL en évaluant en £ = 7
e Convergence du schéma.
On va reprouver le théoréeme de Lax qui dit qu'un schéma stable et consistant est convergeant, c’est a dire
max |[u™ — ™| — 0, ot on note v" le vecteur donné par la solution exacte évalué au temps t,, et en les points
n —0

)

IEj.
On a v"*! = By™ + 7", donc si 'on pose w,, = v, — Uy, ON a

w"t = Bw" + 7"
n—1
Donc w™ = B"uw° + 7 Z BFeF.
k=0

Puis on sait que w® = 0, | B| < 1 (par stabilité) et max ["|
n

— 0 (par consistance), donc
h,7—0

max [|[w"| < N7 max|e"| — 0.
n ~—~— n h,7—0
=T

Le schéma est donc convergent.
O

Remarques : e On peut aussi étudier la stabilité [, mais la [ est plus simple : il suffit d’étudier le rayon
spectral.
En effet, si p(B) < 1, alors

[, = 1B, < By lully = p(B) [u" [, < Ju”], -
Donc |u"|, < Huo H2 et on a la stabilité.

Si au contraire p(B) > 1, alors on a une valeur propre de module strictement plus grand que 1, donc en
prenant pour condition initiale le vecteur propre associé, on explose.
e Si c’est trop long, on peut juste étudier le cas 6 = 0.
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Chapitre 13

Formule des compléments

Références : Amar, Matheron, Analyse complexe, p 249-251

Théoréme.

On rappelle qu’on définit la fonction Gamma d’Euler par :

+0
Vze {se CR(s) > 0}, T(z) = JO

t*te~tdt
On a I’égalité suivante :

Vze {seCl0<R(s) <1},T(2)[(1 - 2) = —

sin 7wz

Démonstration. D’aprés le théoréme des zéros isolés, il suffit de prouver 1'égalité pour z = « €]0, 1[. Soit donc
a €]0, 1.

En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :

e ([ ) ([ wcw) [

0

0 0
+0 r+0 t « dt
= J J <) e 5t dg —
0 0 s

t

s 9 et de ds

S

On réalise le changement de variables donné par le systéeme {

L1 1 s 1 v w4l
det[1 —s|l=-+2=-4-=
e( S)‘ tte Tt ¢
t 2
On en déduit donc :

+0 pF+on ‘o ) i .
[(a)(1 —a)= J J e dudv J 7J "
0 0

= e “dudv = _.
v+1 0 v¥(v+1) Jg JO v*(v +1)
Le lemme suivant termine la preuve.

O

et dont le jacobien vaut

On a I’égalité suivante :

+0

Yo €]0, 1[,J di u

o te(l+t) sinma
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e dt
Démonstration. Ya €]0, 1], on définit I, := J —_—.
o t*(1+1¢)
1., est bien définie car c’est I'intégrale d’une fonction mesurable positive; on a méme I, < +00. En effet :

1
ot m est continue sur |0, +oo[ (donc localement intégrable) ;

1
— EnQ0: ———— ~ —
to(1+t) t—>0 t»
1
te(1 +t) to+o totl’

, qui est intégrable car 0 < aw < 1

— En +o0: qui est intégrable car oo +1 > 1.

On note 2 = C\R™, on prend la définition de I'argument associée & Qf'|et on note f :
ot on convient 2% = r%'*? quand z = re®, o 6 €]0, 2.

La fonction f est holomorphe sur Q\{—1} et posséde un pdle
simple en —1 avec :

ReS(f) _1) B zl—i>n—11 (1 + z)f(Z) - (_1)a = e_iﬂ'a

Pour R > 1 et € < 1, on définit le chemin orienté (voir dessin)
+ - o -
Yer =Ce I pulerUI R, ou:

. 3
.- {e [gz]}
— IEp = |fei kei 4 VRE -2

— Tor = {Rei0|9 € [9573,277 - es,R]}a

=)

Le théoreme des résidus donne donc :

avec 0. g = arctan (

f(2)dz = 2ime™t"
Ye,R

On va passer a la limite quand R — +o0 et ¢ — 0.

e Sur (., on a

1 rell—a)
Jcaf(Z)dZ Sm X TE = i—e :60
e SurI'; g, on a
27 1-a
LE,R flz)dz| < . f(z)dz] < 27rR_ 1 B
e Sur I:)R7 on a
VRZ—¢? VRZ—¢2 1

)

Or (t +¢ei)” " t*, donc comme
E—>

f(z)dz = J

0

f(g”t)dt:fo Grar(rive)

+
e, R

1
— ) f (ci t‘s]l t)———— qui est intégrable,
‘ Jo.vrz—ez]()f (i +1) R+*()|t_g| ([ i est intégrable
par théoreme de convergence dominée, on déduit :
lim f(z) dz =1,

+
IE,R

e Enfin, de la méme facon, en utilisant le fait que (¢t — &) = to‘e2im‘(ﬂ), on a :
E—>

lim f(z)dz = —e 2™,

Ia,R

1. Il est important d’insister sur ce point! Sil’on prenait la détermination sur | — , 7[, nos intégrales ne seraient pas définies.
2. C’est ici que notre définition de 'argument sur ]0, 27| prend du sens : dans le premier cas, on est & partie imaginaire positive,
alors qu’ici on tend vers ¢t a partie imaginaire négative.
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Conclusion : en tenant compte de l'orientation des intégrales, notre théoreme des résidus donne
(1—e 7)1, = 2ime™"™™,

On a donc bien

Remarques : ¢ J’admets qu’appeler un contour I'; g quand on étudie la fonction I' n’est pas trés malin.

e Une application importante de la formule des compléments est le prolongement méromorphe sur C de ¢ (voir
Amar, Matheron, p252-254).

La fonction ( sert partout et son prolongement permet notamment de donner du sens & des sommes non définies
dutype 1 +2+3+4+ 5 + .... Elle permet aussi d’étudier les nombres premiers et leur répartition.

Cela devrait suffire comme application. Q
x+1

e Il y a une autre application au calcul de log(T'(s))ds & la page 54 du Chambert-Loir (analyse 2). (Merci

///////////////////////

Adapté du travail de Florian Lemonnier.
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Chapitre 14

Formule sommatoire de Poisson

Références : Gourdon, Les maths en téte - Analyse, probléme 4.6.4 et exercice 3.4.4
Willem, Analyse harmonique réelle, exemple 7.29.f
Lesfari, Distributions, analyse de Fourier et transformation de Laplace, p 254

Théoréme.

Soit f € S(R).

Alors la série 2 f(. 4+ n) converge normalement sur tout compact de R et :

neZ
VzeR, Z flz+mn)= Z Fn)eimm=,
neL nEL
~ +0 .
ol on a noté f(z) = f(t)e 2™t dt, pour = € R.
—es

Démonstration. 1. Comme f € S(R), en particulier, Yk € N, f*)(z) = O, <ac12>
_M
(1+ )2
Dou VK > 0,Vz e [-K,K],Vne Z,|n| =2 K = |f(z +n)| <

Ainsi, IM > 0,Vz e R, | f(z)| <

M < M
(z+n+1)2 = (n+1] - K)?
Donc la série Z f(. +n) converge normalement sur tout compact.

nez
On note F' sa limite simple.

De facon similaire, on montre que Z f'(. + n) converge normalement sur tout compact, donc uniformé-

neZ
ment sur tout segment de R.

On peut donc appliquer le théoreme de dérivation des séries de fonctions (on rappelle que f est C') :
la fonction F est de classe C' sur R (en fait le théoréme dit d’abord “sur tout segment de R”) et
VreR, F'(z) = Z 'z +n).
neZ
N N+1
2. Par ailleurs, soit x € R : VN e N, Z flx+1+n)= Z flx +n).
n=—N n=—N+1
Donc en faisant tendre N vers P'infini, on obtient F'(z + 1) = F(z); F est donc 1-périodique.
On va calculer ses coefficients de Fourier, pour N € Z :

1 1 n+1
CN(F) — f F(t)672i7rNt dt ( _ Z f f(t + n)€72i7rNt dt = Z J, f(t)ef2i7rNte2i7an dt
0 ez, Y0

cvu) n nezZvmn

= [ e
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CHAPITRE 14. FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON

Comme F est C! sur R, sa série de Fourier converge normalement vers F sur R et :

V$ERF Zf 217‘(%%

nez

,—(Corollaire (Une distribution invariante par transformation de Fourier).} N

On note 67 = Z 0.
keZ ~
Alors d7 € S'(R) et on a dz = 6z.

\ J

Démonstration. 1. Montrons que dz définit bien un élément de S’(R).
D’apres ce qu’on vient de faire : Yo € S(R), {0z, p) = 2 (k) est bien défini.

keZ
Reste & montrer que dz est une distribution tempérée.

x”go(p) (z) ‘, oun,p € N, sont les semi-normes qui définissent la topologie
R

de S(R).

Vio € S(R), 62, &)1 < 3 kW) = IO + 3} 15 el

keZ keZ*

l\D

< lelloo + D) e H<P||2 0 < (H<P||o,o + [l2,0)
keZ*

Ainsi, 67 € S'(R).

2. On peut donc calculer sa transformée de Fourier, en utilisant la formule de Poisson en O :

Vi € S(R), (02, ) = 02, @) = ), @(n) = Y ¢(n) = (52, 0)-

nez nez

Donc 6AZ = 7.

,—[Corollaire (Formule d’inversion de Fourier dans S (R))} N

Si ¢ € S(R), alors
+0 '
o) = | plpermde.

\. J

Démonstration. Soit t € [0, 1], on pose 1(x) = 2™ p(z), alors le corollaire précédent donne (en appliquant dy,
a )
+00 +o00 +9%0
k=—x k=—x k=—x

Cela se réécrit apres quelques petits calculs :

+C +x0 +C

Z 62i7rtkg0(/€)= Z @(k—t)z Z é(k)efmﬂ'tk.

=—x k=—w k=—x

¢

Comme ces séries convergent normalement sur [0, 1], on peut légitimement intégrer en ¢ (et permuter les signes
somme et intégrale).

1
1. L’intégrale converge car f(t) = Ot (t—z)
2. Rappelons que la période de F' vaut 1.
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CHAPITRE 14. FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON

1
On a donc, comme J 2Rt = k.0, égalité (0) = ¢(0).
0

On applique cette formule & ((z) = ¢(x +t) (avec t € R cette fois), ainsi, comme 6(5) = P(&)e? ™ et
() =Gz —1),ona
o (t) = ¢(0) = {(0) = B(~1).

C’est bien la formule d’inversion de Fourier ! O
Remarques : e Pour tout faire dans les temps, il vaut mieux connaitre par coeur toutes les propriétés liées

a la compatibilité entre 'opérateur translation et la transformée de Fourier.
e On a aussi un autre résultat (Gourdon).

Corollaire (Une égalité entre deux sommes).]

On a

Vs > 0, Z e~ = % 2 e~

neZ

Démonstration. Soit a > 0, on va appliquer la formule sommatoire de Poisson & f : z — e~
+o0 +%
Soit n € Z, f(n) = J emot® g 2imnt gy —u® e ™IS du = ——1I(n), ol on a posé u = /ot et

— e
— \/a —0 \/a
e 2 _2imx
VeeR,I(z) := f e e va du.

—0o0
On va chercher une équation différentielle vérifiée par I ;

— I est dérivable, en effet : posons h : (x,u) — e~ T2 gE
— Yz e R h(x,.) est C* et intégrable (par comparaison avec l'intégrale de Gauss) ;
u _ 9 w
— Vr,ue R, —(z,u) = e W T HT :
ox a
oh oh 2T
— —— est continue sur R? et Vz,u € R, |- (z,u)| < —efuz, fonction majorante a la fois intégrable et
ox ox NG
indépendante de z.
, . ; -2 T w2 —2imz-Y
On en déduit en plus que I'(x) e e va du.

= U
Va J_o

— Par une intégration par parties :

+0 +0
2 =\ _9ippu 2 =0 _9ippn
I(x) = |e™™ 7Ie Zime g — —ue™" 7,\fe IS du
2imx . o 2imx

+%
« 2 —Qmr Y
0— —\/7 ue” " e E

= - va du
T ),
L s g
i —20m 2m2g

X

Donc I(z) = I(0) exp (_ 12> = JTexp (-”ZEQ>.

. 2,2
Ainsi, f(n) = \/?exp <—7T n )
e e

On applique la formule de Poisson en O : Z e’ — Z ze*%.
o

nez neZ
™ _ n2rx _an2s
Onposeenﬁns=f,etalors:26 B =\/§Ze . O
@

nEZ nez

Adapté du travail de Florian Lemonnier et sur une idée de Clément Vince.

Adrien LAURENT 52 ENS Rennes - Université de Rennes 1



Chapitre 15

Groupe circulaire

Références : Audin, Géométrie, p 203

On définit G le groupe de transformations de P;(C) engendré par les homographies et la symétrie z — Z. Le
groupe G contient donc PGLs(C) et les inversions.

Théoréme.

Le groupe G est exactement ’ensemble des transformations bijectives préservant les droites-cercles
de P;(C).

Démonstration. < La conjugaison complexe préserve les droites cercles.

Passons aux homographies :

On rappelle que pour que quatre points de P; (C) soient sur une droite-cercle, il faut et il suffit que leur birapport
soit réel.

Donnons-nous un droite-cercle D, ainsi que trois points distincts a, b et ¢ le définissant, et une homographie h.
Alors pour tout z sur D, on sait que h(a), h(b), h(c) et h(z) sont alignés ou cocycliques car les homographies
conservent le birapport[ﬂ Comme h(a), h(b) et h(c) déterminent entierement le cercle-droite image D', pour
tout z sur D, h(z) est sur D'. Par bijectivité de h, on a h(D) = D’.

> Réciproquement, soit ¢ une bijection de P;(C) préservant les droite-cercles. Pour simplifier, on peut
composer & gauche ¢ par une homographie (ce qui ne change pas son appartenance & G) pour que ¢(0) = 0,

©(1) =1 et () = o0, ainsi elle envoie les cercles sur les cercles et les droites sur les droites.
Commencgons par montrer que ¢ préserve les divisions harmoniques.E]

Lemme.

Toute application bijective f préservant les droite-cercles préserve aussi les divisions harmoniques.

Démonstration. e Soient a, b, ¢ et d en division harmonique. Soient h; et hy deux homographies tels que

1. Soit h une homographie, f l'unique homographie tel que [a,b,c,d] = f(d) et g l'unique homographie tel que
[R(a), h(b), h(c), h(d)] = g(h(d)), alors g o h est une homographie qui envoie a sur 0, b sur 0 et ¢ sur 1, donc par unicité go h = f,
ce qui montre que les homographies conservent le birapport.

2. On rappelle qu’une division harmonique est un quadruplet de points tels que [a,b,¢,d] = —1. En particulier, si d = o0,
[a,b,¢,d] = —1 donne -

b
= —1donc c= %, c est le milieu de [ab].
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CHAPITRE 15. GROUPE CIRCULAIRE

Alors hy o f o hg préserve aussi les droite-cercles et envoie I'infini sur U'infini. De plus, f préserve la division
harmonique de a, b, ¢ et d si set seulement si hy o f o hy préserve celle de 0, 1, 5 et o0.
On renomme par abus f Papplication hy o f o hy. Alors il suffit de montrer que

(1) -0,

e On trace la figure suivante :
On prend une droite D passant par A(0) et non colinéaire & (AB) (avec B(1)). On trace la paralléle passant
par B, D'. Puis on trace une parallele & (AB) et enfin on retrouve le point C'(1/2) en tracant la parallele a D
passant par l'intersections des diagonales du parallélogramme obtenu.

AVE -

e On a ainsi construit C grace a des paralléles et des intersections.
Or f envoie l'infini sur I'infini donc envoie les droites sur les droites. Puis f préserve le parallélisme, car deux
droites paralleles s’intersectent a l'infini et f préserve I'infini. De méme, f préserve les intersections.
On en déduit que l'on peut appliquer f a cette construction. Le point f(C') est alors bien le milieu de f(A) et
1(B).

Donc f préserve les divisions harmoniques. O

Fort de ce résultat, nous pouvons maintenant montrer que ¢ est un morphisme de corps de C.
On a déja astucieusement modifié ¢ au départ pour que 0 et 1 soient fixés. On doit juste montrer que ¢ est
additive et multiplicative.

Soient a # b € C, alors [a, b, %M’OO] — —1, donc [p(a), p(b), ¢ (a —2i— b) 0] = —1 = [o(a). o (b), M’ o,
d’ou il vient que ¢ <a ;_ b) _ ¢(a) ‘2*‘ W(b).

En prenant b = 0, comme (0) = 0, il vient p(a) = 2¢ (g) On a donc

Sla+b) = o <2a42r?b> _ ¢(2a) ;ﬂp(%) _ 2¢(a) ;r?w(b) — o(a) + ()

Etudions maintenant la multiplicativité.

a?—a 1l+a

— X

a?+a l-a

[p(a), —p(a), p(a)?,1] = —1 et comme ¢ conserve les divisions harmoniques, [¢(a), p(—a), p(a?),p(1)] = —1.

On a [p(a), —p(a), p(a)?,1] = [p(a), —p — a),¢(a”), 1]. Donc p(a®) = p(a)®.

(a+0)?—(a—0b)?
4

Pour cela, on remarque que [a, —a, a’, 1] = = —1 pour tout a € C, a # 0. On a en particulier

On se rappelle alors astucieusement que ab = , alors on a

dip(ab) = p(dab) = ¢((a+b)*) —¢((a=b)*) = p(a+b)* —p(a—b)* = (p(a) +¢(0)* — (p(a) = p(b))* = 4p(a)¢(b)
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11 vient ¢(ab) = p(a)p(b), donc ¢ est un automorphisme de corps de C.

Pour finir, ¢ envoie 0 sur 0, 1 sur 1 et oo sur 0o, donc il envoie la droite réelle sur elle-méme.
Par le raisonnement classique, ¢ est 'identité sur Q.
Puis soient # < y dans R, alors il existe z € R tel que y — z = 2%. On a ainsi

2>0.

p(y) —p(2) = ply —2) = p(z°) = ¢(2)
En effet, ¢(z) € R** car ¢ préserve la droite réelle et n’envoie que 0 sur 0.
Donc ¢ est croissante.

Soit z € R, et a, < x < b, deux suites de rationnels tendant vers x, alors a,, < ¢(x) < b, et en passant a la
limite p(z) = x. ¢ est 'identité sur R.

¢ est alors uniquement déterminée par (i) car @(a +ib) = a + ©(i)b, mais —1 = p(i%) = ©(i)?, donc
©(7) € {1,—1}. On en déduit que ¢ est soit I'identité, soit la conjugaison complexe. Donc ¢ € G. O

Remarques : e Le Audin semble trouver évident le fait que toutes les applications préservant les droites/cercles
sont bijectives... Je ne vois pas pourquoi! Il vaut donc mieux le rajouter.

e Il ne suffit pas de dire que ¢ est un automorphisme de corps de C pour conclure. Il y a BEAUCOUP d’auto-
morphismes de corps de C.

e En fait, on peut montrer un autre résultat avec tout ce que 1’on a fait :

G =~ PGLy(C) x (o).

Le produit semi direct est donné par 9 (c)(g) = g avec g ’homographie ou tous les coefficients sont remplacés
par leur conjugué.

Adapté du travail de Alexandre Bailleul, Corentin Caillaud, Benoit Gaudeul, Baptiste Huguet et
Anne-FElisabeth Falg.
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Chapitre 16

Groupes paveurs

Références : Berger, Géométrie 1, p 33
Cours de Madame Dal’Bo sur les pavages
Boyer, Algebre et géométries, p 314-316

— Définition. N

On se donne P un compact connexe de R? d’intérieur non vide, et G' un sous-groupe de Is*(R?),
alors G est un groupe paveur si il vérifie les conditions suivantes :
— JoP) =R

geG

o o

—sig(P)nh(P)#@=g=h

Le but ici est d’étudier les groupes paveurs du plan et de montrer qu’il n’y en a que 5 a conjugaison dans
Is*(R?) pres.[]

On rappelle que Is™(R?) ~ R? x SO3(R) (isomorphisme de groupe) via Iapplication A (5) +b— (b A).

On note T I'ensemble des translations (les isométries de partie linéaire nulle) de I's™(R?).

Proposition.

Soit I' = T'n G, alors I est un réseau de R?, c’est & dire qu’il existe une base (up,vp) de R? telle que
I' =tz + 20 -

Démonstration. e Si T' = {id}, alors G ne contient que des rotations. De plus, si deux rotations r, s avaient des
centres distincts, alors le commutateur rsr—'s~! serait une translation non triviale (Il suffit de calculer en se
rappelant que SOs est abélien.). Elles ont donc un méme centre w.

Donc si P ¢ B(w, M), alors Vg € G, gP © B(w,M). Donc 'axiome premier des groupes paveurs n'est pas
respecté.

e Soit tz € I', supposons maintenant que Vig € I', AN, W = A\u.
Soit r € G\ T, alors rtzr ' = trz) € I'. Donc 7(u) = i, donc r est une symétrie autour d’un point.
Si r et s sont deux symétries autour des points A et B, alors rs est la translation de vecteur 2@, et donc AB
est colinéaire a .
Les centres des symétries sont donc sur une méme droite D dirigée par «. Ainsi Vg € T', gP est soit dans une
bande dirigée par u et contenant P, soit dans la bande symétrique a la précédente par rapport a D.
Cela contredit ’axiome 1.

1. Attention, il peut y avoir une infinité de pavés différents, c’est juste la maniére de recouvrir le plan avec qui va changer !
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—

dass <=

— A partir d’ici, tout est & apprendre par cceur.

e Soit o = inf{|w|,tz € T' \ {t5}}, soit (wy), une suite de vecteurs telle que t,5;, € I' \ {t5} et qui converge
vers cet infimum. A partir d’un certain rang, elle est comprise dans une boule B(0, «+¢), donc quitte a extraire
une sous-suite, on peut supposer que (wy, ), converge (vers ¥).

On pose g, =ty —w,, o0 a VY, g,(z) = wyh1 — W, + 2 — x donc g, — id simplement. En particulier, pour
n grand, gn(P) NP # &, donc g, est stationnaire a 'identité. Donc w;, est stationnaire a ¢. Donc ¢ € T' et
lv]| = e

Il reste cependant le cas ou a = 0. On voit que si c’est le cas, le deuxiéme axiome n’est pas vérifié pour une
translation trop faible.

¢ On pose 4y le vecteur réalisant 'infimum. Puis on pose 6§ tel que |vg]| = inf{||d| , @ non colinéaire a g, ¢tz €
I'}. Ce vecteur existe par les mémes arguments qu’au dessus.
Soit tz € G, montrons que W € Zugy + Zv). On a déja W = auy + bvy avec a,b € R. Par translation, on peut
supposer a,b € [0, 1].
— Sia=b=0, c’est bon.
— Sia=0etb#0, ||w| < |0, ce qui contredit la minimalité de |v5]. C’est donc absurde.
— Il en va de méme pour le cas a # 0 et b = 0.
— Si a et b sont non-nuls, alors

Jwl* < a® g | + b7 |95 + 2ab| (i, )|
< a? |up| + b2 ||ud]| + 2ab |up] ||vo | (car wip et vp ne sont pas colinéaires)
< (a® + % + 2ab) |5 |* = (a + b)* |5

On en déduit |w| < (a + b) |vg]|, donc a + b > 1.
En refaisant le méme travail avec w’ = (1 —a)ug + (1 —b)vp, on trouve a+b < 1, ce qui donne une contradiction
et implique donc que w = 0.

I" est donc bien un réseau. O

Théoréme.

Pour G c Is™(R?), il n’y a que 5 pavages du plan.

On rappelle que deux groupes paveurs G et G2 sont équivalents si ils sont conjugués dans [ s+(R2).E|

Démonstration. On appelle L I’application qui a un déplacement de G associe sa partie linéaire dans SO2(R).
Soit g € G, et B = (1p, 1)) la base (pas forcément orthonormée) de R? associée au réseau T'.
-1 _ N
On a gt~ = tL(g)(’LT)) e I'. 1l en va de méme pour vg.
On en déduit { L(g)(u_a) = Tatio +miv
L(g)(

0
0
W) = gt + Mot avec ny,Ng, My, Ma € Z.
) dans la base B. Il vient Tr(L(g)) = 2 cos() € Z.

i T2
my M2

D'ot, L(g) = (

2. Dans le Audin, il est dit & ce sujet : si 7 est un élément d’un groupe de transformations GG, son conjugué par un élément de
G est un élément de méme nature géométrique que 7, et les éléments définissants cette nature sont, pour le conjugué de 7 par ¢
les images de ceux de T par ¢.
Par exemple, ¢p oty o d)_l = t$(ﬁ)'
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On en déduit la disjonction des cas suivante :
— soit cos(f) = —1 et L(g) = —id,

— soit cos() = —3 et L(g) = Rox,
— soit cos(d) = 0 et L(g) = Rz,

(0) = % et L(g) =R
— soit cos(f) = 1 et L(g) = id.

— S0it cos

fis
3

On a alors L(G) =< R > cyclique avec R rotation parmi celles citées ci-dessus.
En effet, on a L(G) < SO2(R) abélien, et si on compose bien deux des rotations du dessus, on obtient des
rotations interdites. Par exemple, Rz Rz = Rs% est banni.
On a ainsi 5 types de groupes différents. O

Pour finir, on dessine les 5 types de pavages que voici (image prise dans Berger, Géométrie).

L

%

L
i
JiJ
Jll
44

Figure 1.7.4.1. Figure 1.7.4.2.

2

Figure 1.7.4.4.

Figure 1.7.4.5.

Remarques : e Si on définit le groupe paveur comme un sous groupe de Is(R?), on a alors 17 groupes paveurs
possibles. La premiere démonstration de ce fait a été trouvée a Saint-Petersbourg en 1891 par Evgraf Stepa-
novitch Fedorov (a ne pas confondre avec Stépane Arkadiévitch Oblonski). On peut trouver des précisions tres
claires et passionnantes sur le site de Thérese Eveilleau : http://therese.eveilleau.pagesperso-orange.
fr/pages/jeux_mat/textes/pavage_17_types.htm

e Le palais de I’Alhambra a Grenade est rempli de pavages différents. Il contient 13 des pavages périodiques du
plan.

e Il n’y a pas que des pavages périodiques! Méme si il est assez difficile de s’imaginer un pavage apériodique,
ils existent ! On peut citer les pavages de Penrose notamment.

e En cristallographie, on étudie les symétries dans les cristaux avec la déviation de faisceaux lumineux par dif-
fraction. On trouve ainsi des "mailles élémentaires" (notre pavé) et des "groupes d’espace" qui sont exactement
nos groupes paveurs (mais en dimension 3). On peut montrer qu’il y a 230 types de groupes d’espace.

e Si on a un groupe paveur G opérant sans point fixe, on peut montrer que X = R?/G est une variété différen-
tielle. Pour L(G) =< id >, on a G = Z* et on trouve X = R?/Z? le tore. On peut aussi trouver la bouteille de
Klein pour un pavage que nous n’avons pas étudié ici.
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Chapitre 17

Image de 'exponentielle

Références : Zavidovique, Un max de maths, p 48-55

Théoréme.

Soit A € M,,(C), alors exp(C[A]) = C[A]*.

Démonstration. e Commencgons par montrer que C[A]* = C[A] n GLn((C).[]

L’inclusion C[A]* < C[A] n GL,(C) est évidente. Pour I'autre inclusion, il faut se rappeler que si A € GL,(C),
alors A~! est un polynéme en A. En effet, il suffit d’utiliser Cayley-Hamilton et de multiplier par A~ ! 1’égalité
obtenue.

Si M e C[A]nGL,(C), alors M ™! est un polynéme en M, donc un polynéme en A. On en déduit que M € C[A]*.

e C[A]™ est un ouvert connexe (par arcs) de C[A].
C[A]* = C[A] ndet (C*) donc C[A]* est un ouvert de C[A]. Pour démontrer la connexité, on se donne M,
N e C[A]* et on va créer un chemin reliant M et N.
On remarque que pour tout z € C, M(z) := zM + (1 — z)N est dans C[A]. On remarque que z — det(M(z))
est polynomiale en z, donc ne s’annule qu'un nombre fini de fois. Il s’agit donc de trouver un chemin 2(t) qui
évite ces points.
On peut prendre un chemin de la forme z,(t) = ¢ + iat(1 — t). En effet, on voit vite que (a,t) — z,(t) est
injectif. Donc le nombre de z,(t) passant par des zéros de det(M(z)) est inférieur ou égal au nombre de zéros
de det(M(z)). Comme il est fini, on a une infinité de chemins & disposition.

— Pour montrer que exp(C[A]) = C[A]*, comme C[A]™ est connexe, il suffit de montrer que exp(C[A]) est
ouvert, fermé et non vide.

On voit déja que exp(C[A4]) € C[A] n GL,(C) = C[A]*. Puis I,, = exp(0) € C[A]*.

e Montrons que exp(C[A]) est ouvert.
On se rappelle que D exp(0) = I,,. Par le théoréme d’inversion locale, on a donc existence d’un voisinage ouvert
U de 0 dans C[A] et d’un voisinage ouvert V de I,, dans exp(C[A]) tel que exp réalise un C*-difféomorphisme
de U sur V.
Soit M = exp(N) € exp(C[A]), alors M.V est un voisinage ouvert de M dans exp(C[A]). En effet, 'exponen-
tielle commute sur les polynoémes en A, donc exp(IN + U) = exp(N).exp(U) = M.V. On a donc prouvé que
exp(C[A]) est ouvert.

¢ Montrons que exp(C[A]) est fermé.
On utilise ici une astuce usuelle dans le cadre des groupes topologiques. On remarque que

CAP\epCA) = () Mexp(ClA].
MeC[A]*\ exp(C[A])

La premiére inclusion est évidente :

C[A]*\ exp(C[A]) = U M exp(0) < U M. exp(C[A]).
MeC[A]*\ exp(C[A]) MeC[A]*\ exp(C[A])

1. C’est aussi vrai sur R. On a R[A]* = R[A] n GL,(R) par le méme raisonnement.
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CHAPITRE 17. IMAGE DE L’EXPONENTIELLE

Puis soit M € C[A]*\ exp(C[A]) et N = M exp(B) avec B € C[A], alors M = N exp(—B). Donc si on suppose
par 'absurde que N € exp(C[A]), alors M € exp(C[A]), ce qui est exclu.
La formule est prouvée et cela conclut la preuve par connexité. O

Corollaire.

L’image de ML, (C) par I'exponentielle est GL,,(C).

Démonstration. Soit A € GL,(C), alors comme A € C[A]™ et exp(C[A]) = C[A]*, on a l'existence de B dans
C[A4] (donc dans M,,(C)) tel que A = exp(B). O

Corollaire.

On a exp(M,,(R)) = GL,(R)? := {4%, A € GL,(R)}.

Démonstration. Soit M € M,,(R), alors exp(M) = exp(M /2)?, ce qui donne la premiére inclusion.
Soit B = A% avec A € GL,(R), alors par le théoréme, il existe P € C[X] tel que A = exp(P(A)). En passant
au conjugué, on a A = exp(P(A)). Alors B = A? = exp((P + P)(A)). O

Remarques : e Attention 1'égalité exp(R[A]) = R[A]™ est fausse en général! Si A est diagonale, alors
—1I,, € R[A]™ et n’est pas dans 'image de 'exponentielle.

e Un bon moyen de voir que exp(M,(R)) # GL,(R) est de se rappeler que exp(M,(R)) = GL (R).

e Attention exp(M,,(R)) # GL.! (R). En effet, la matrice

(o 1) e 6L~ expiat, m)
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Chapitre 18

Inégalité de Hoeffding

Références : Ouvrard, Probabilités 2, 10.11

Théoréme.

Soit (X, ) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et centrées. On suppose de plus

n
| X| < ¢, presque partout, ou ¢, > 0. Alors, en notant S,, = Z X;,onaVe>0,
j=1

2
P(|Sp| > €) < 2exp (— ) .

£
2%5..¢

Lemme.
2

Soit X une variable aléatoire réelle centrée et bornée par 1 ps, alors Vt € R, E[etX 1< e”.

Démonstration. Soit x € [—1,1], alors par convexité de ’exponentielle, on a

1—x 1+z 11—z 1+z
ta —t ¢
= —t) + t) < + .
e exp ( 5 X (—t) 5 X > 5 € 5 ¢

On rappelle que I'exponentielle est convexe car de dérivée seconde positive, et on peut utiliser I'inégalité car

1-— 1 1-— 1
5 Ty 42-35 =1let 2:10’ T sont dans [0, 1].

1-X 1+ X

X étant bornée presque surement par 1, on peut utiliser I'inégalité précédente : e!X < Te_t + +Tet. En

1
intégrant, on obtient E[e!*] < i(e*t + e') = cosh(t) car X est centrée.
2" 2" 2 2n)!
Puis cosh(t) = ) i <> i1 = e7 . En effet, % =@2n)2n—1).(n+1)=2x2x ... x2=2",
2
Dot il vient E[e!¥] < e7. O

On va maintenant prouver I'inégalité de Hoeffding.

Démonstration. Commencgons par étudier P(S,, > ¢).
On a Vt > 0, P(S,, > ¢) = P(e!%" > ¢').

tS

E[e™" tSn, o,
o care est positive.
e

L’inégalité de Markov donne alors P(e!S" > ') <
c2t2

n enXi ;
De plus, E[e'*"] = H E[e'*] par indépendance et E[e'X7] = E[e( R ] <e”7 par le lemme.
j=1
c?t2 +2 7?_ 2
On en déduit E[e**"] < [ [e™= = exp <Zj2_1]>

Jj=1
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CHAPITRE 18. INEGALITE DE HOEFFDING

Zyn" 2
Finalement P(S,, > ¢) < exp <J2_15 —te .
N at?
On définit a := Z c?, alors on va tenter de minimiser sur R™* la fonction de t, - te. Elle atteint son

j=1
2 2

€ 5 5
minimum en ¢ty = — et elle vaut alors 55" On a donc P(S,, > ¢) < exp <—2).
a a a

Pour finir, si on refait le méme raisonnement avec la suite (—X;);, on trouve P(S, < —¢) = P(—S,, > ¢) <

52
exXp | — % .

2 2

Corollaire.

n
Ca S,
Si il existe a, B > 0 tels que Z c? < n2ep , alors —Z converge presque surement vers 0.
- n
Jj=1

2c¢ 2
n*%e
Démonstration. Soit € > 0, on utilise I'inégalité de Hoeffding : P(]S,| > n“e) < 2exp <—>

. 1S, nPe?
On a alors sous nos hypotheses : P | —— >¢ | < 2exp | — 5 )
n

nPe?
La série de terme général exp | —

nPe? 1
converge car a termes positifs et exp (— 5 ) =0 <2>
n

|50

S,
On en déduit par Borel-Cantelli que P (lim inf {|Z| < 5}) = 1, ce qui est une maniere de dire que ——
n n n

-0

presque surement. O

Remarques : o Si on compare les inégalités de Bienaymé-Tchebychev et Hoeffding sur des lois de Bernoulli
(cp, =1),0n a
p(1—p) . .
P(|Sn — np| > \/ne) < —=——= pour Bienaymé-Tchebychev,
3
2
et P(|Sn — np| > \/ne) < 2exp (—62 pour Hoeffding.

C’est quand méme carrément mieux avec Hoeffding !
e Cette inégalité permet d’obtenir des intervalles de confiance... mais on préfere souvent utiliser le TCL.
e Une généralisation de cette inégalité est I'inégalité d’Azuma :

Théoréme.

Soit (X,,), une martingale issue de 0 dont les accroissements sont controlés par une suite déterministe
(cn), c’est a dire | X,, — X,,_1| < ¢, presque surement pour tout n > 1. Alors pour tout € > 0, on a

A2

n
P(|X,| =¢) <2 27,0002 = Z cl.
i=1

XnHXps<:>P(ﬂ Un {XmX<s}>1

e>0neNm=n

=x(Q U0 frn-m3}) s

k>0neNm=n

1
< lim P(liminf{|Xn - X| < f}) =1
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CHAPITRE 18. INEGALITE DE HOEFFDING

On peut appliquer ce résultat au calcul du nombre de couleurs nécessaires pour colorier un graphe a n sommets
avec la condition que deux sommets reliés par une aréte ne peuvent étre de la méme couleur.

Il y a au maximum Z) arétes possibles. On note Yy la variable aléatoire de loi de Bernoulli b(p) décidant

de si on rajoute 'aréte k£ ou non. On note enfin y le nombre minimal de couleurs nécessaires selon les arétes

présentes.
A2

On montre alors P(|x — E[x]| = evn—1) <2e” 7.
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Chapitre 19

Irréductibilité des polynémes
cyclotomiques

Références : Perrin, Cours d’algebre, p 82

On rappelle que @, ,(X) = H (X —¢) ou K, est le corps de décomposition de X™ — 1 sur k, u,(K},)
Ce!‘wﬂ: (Kn)
est I’ensemble des racines de 1'unité dans K, (qui est cyclique car sous-groupe de k* qui est cyclique) et pu) (K,,)
est Pensemble des racines primitives de 1'unité, c’est a dire celles qui engendrent pu,, (K,,).
On note ®,, = ®,, ¢ pour simplifier.

Proposition.

Les ®,, sont dans Z[X].

Démonstration. On fait la démonstration par récurrence forte.
Ona®;(X)=X—-1€Z[X].
Au rang n, on pose F(X) = H ®,4(X). On a F € Z[X] par hypothese.

d|n,d#n
On rappelle que X" — 1 = [ [ @a(X) = ©,(X)F(X).
d|n
Puis on fait la division euclidienne de X™ —1 par F dans Z[X] (possible car F unitaire) : X" —1 = F(X)P(X)+
R(X). Donc F(X)(®,(X) — P(X)) = R(X) et comme deg(R) < deg(F'), on a &, = P € Z[X]. O

Théoreme.

Les polynoémes cyclotomiques sont irréductibles dans Z[X] (et donc dans Q[X]).

Démonstration. ¢ On se donne un nombre premier p ne divisant pas n et { une racine primitive de 'unité. On
sait que (P est aussi une racine primitive (car ¢ est primitive ssi m A n = 1). On note f et g les polynémes
minimaux respectifs de ¢ et ¢P. Ce sont des polynoémes de Q[X]. Montrons que f, g € Z[X].

On décompose ®,, en produit d’irréductibles ®,, = fi...f, avec f; € Z[X] (car Z[X] est factoriel). Comme ®,,
est unitaire, quitte a multiplier les f; par —1, on peut supposer que les f; sont unitaires.

®,,(¢) = 0 donc il existe ig tel que f;,(¢) = 0. Or f;, est irréductible et unitaire sur Z[X], donc sur Q[X], donc
[ = fi, € Z[X] et f|Dy.

On peut faire le méme travail pour montrer que g € Z[X] et g|®,,.

e Montrons a présent que f = g.
Supposons f et g distincts, alors comme ils sont irréductibles, fg|®, dans Z[X]. D’autre part comme ( est
racine de g(X?), on a que f(X)|g(X?) dans Q[X]. Il existe h € Q[X] tel que g(X?) = f(X)h(X). On écrit
h = gh' avec h' € Z|X] de contenu 1, alors comme g(X?) et f(X) sont unitaires, on a 1 = % en passant au

contenu, ce qui donne h € Z[X].
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CHAPITRE 19. IRREDUCTIBILITE DES POLYNOMES CYCLOTOMIQUES

On écrit g(X) = Z a; X", alors en réduisant dans F,, on a g(X?) = ZaﬁX“ = g(X)? par Frobenius.

Soit ¢ un facteur irréductible de f, alors comme g” = fh, ¢ divise g¥ et par le lemme d’Euclide[]] ¢ divise g.
Comme fg|®,, on a fg|®,, sur F,, donc <p2 divise ®,, = &, r,.|"| Mais cela est absurde car alors ®,, p, aurait une
racine double dans un corps de décomposition, ce qui est faux par construction des polynémes cyclotomiques.
Donc f =g.

e A présent, prenons (™ une racine primitive n-iéme de 1'unité, avec m = pt..pYe. Par le travail précédent,
aq aq
ona0=f(¢")=f((¢")")=.=f(")=f(("))=..=f({").
Finalement, f divise ®,,, il admet toutes les racines primitives n-iemes de I'unité comme racines et il est unitaire,

donc ®,, = f et ®,, est irréductible sur Q. Comme ®,, est unitaire, son contenu est 1 et il est irréductible sur
7. O

Remarque : e La difficulté de ce développement est de voir dans quoi on fait les divisions euclidiennes ou
dans quel ensemble sont les éléments. Je rappelle donc ici (et il faut le dire a 'oral) qu'un polynéme minimal
n’a de sens que sur un anneau principal (donc pas Z[X]) car il est 'élément engendrant I’idéal annulateur. De
méme on doit faire nos divisions euclidiennes sur un anneau euclidien (et A[X] est euclidien ssi A est un corps).
Les divisions euclidiennes sont aussi possibles dans A[X] si on veut diviser par un polynoéme unitaire. On peut
le montrer par récurrence en divisant tout monéme X" par P = aX?+P,. Ona X" = o 1 X" PP—a 1 X" PP,
et on s’est ramené & un degré plus faible.

e L’application majeure de ce développement est de montrer que ®,, est le polynéme minimal de toute racine
primitive n-ieme de 'unité. On déduit de cela le degré des extensions cyclotomiques et on peut faire de la théorie
de Galois avec. On se sert notamment de ce résultat dans la constructibilité des polygones réguliers.

1. Si ¢ divise gP, alors soit ¢ divise g, soit il divise gP~1...
2. On montre ¢a par récurrence & nouveau. On a X" —1 = X» -1 = ¢,F = &, F (par hypothése de récurrence). Donc
(®rn — @5, ) = 0 et on a le résultat par intégrité de Fp[X].

Adrien LAURENT 65 ENS Rennes - Université de Rennes 1



Chapitre 20

Lemme de Morse

Références : Rouviere, Petit guide de calcul différentiel, ex114 p354 + ex66 p209 (lemme)

[Lemme (Réduction des formes quadratiques, version différentiable).]

Soit Ag € GL,(R) n S, (R) alors il existe un voisinage V de Ay dans S, (R) et p € C*(V, GL,(R)) tels
que : YAeV, A="p(A)Aop(A).

En d’autres termes, toute forme quadratique suffisamment voisine d’une forme quadratique non dégénérée,
lui est équivalente et le changement de base "dépend de maniére C!" en la matrice. En particulier, ce lemme
prouve que l’ensemble des formes quadratiques non dégénérées de signature donnée forme un ouvert de S (R)ﬂ

Mu(R) —  Su(R)

M — ‘MAM >’
On munit M,,(R) d’une norme sous multiplicative |.|.
Soit H € M,(R), ¢(I, + H) — ¢(I,,) = "HAo + AoH + o(|H|) = “(AoH) + AoH + o(| H|).
D’ott Do(I,)(H) ="(AgH) + Ao H.

Démonstration. e Soit ¢ : elle est polynomiale donc C*.

On a de plus H € Ker(Dy(I,,)) & AgH € A,(R) donc Ker(Dy(1,)) = AEIAH(R).E On ne peut donc pas
appliquer le théoreme d’inversion locale.

e On va restreindre ¢ sur un supplémentaire de son noyau et appliquer le théoréme d’inversion.

On a M,(R) = A;'S,(R) ® A, ' A,(R). On pose donc F = A;'S,(R) et on remarque I,, € F.

Soit ¢ : F — S, (R) la restriction de ¢ & F. Dy(I,) est injective par construction. Elle est méme bijective car
dim(F) = dim(S,,(R)).

Par le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de I,, dans F' tel que v soit un difféomorphisme
de classe C! de U sur V = (U).

On peut de plus supposer U < GL,(R). En effet, par continuité de det, il existe un voisinage ouvert U’ de
I,, dans GL,(R) contenu dans U. On peut alors restreindre notre C'-difféomorphisme & U’ et son image sera
Y(U"), il reste alors un C'-difféomorphisme.

Ainsi, V est un voisinage ouvert de Ay = v(I,,) dans S,,(R) et VA e V, A =" 1 (A)Agy ' (A) d’oit le résultat
avec p = 1h L. O

[Théoréme (Lemme de Morse).]

Soit f: U — R, de classe C? sur U ouvert de R™ tel que 0 € U.
On suppose que D f(0) = 0 (0 est un point critique), que D? f(0) est non dégénérée et que £(D?f(0)) =
Alors il existe ¢ un C!-difféomorphisme entre deux voisinages ouverts de 0 dans R™ tel que ¢(0) = 0

etf(x)—f(O)=u%+---+u;—u§+1---—ui ol u = p(x).

1. pour Ag = I, on en déduit l'existence d’une racine carrée symétrique pour A symétrique proche de I,.
2. On peut montrer que cette application est aussi surjective.
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Démonstration. On écrit la formule de Taylor a 'ordre 1 avec reste intégral au voisinage de 0.
1
F() = £(0) = DF(0)(x) +J (1 = ) D2 (t)(x, 2)dt = '2Q(x)z avee Q(z) J (1 — ) D2 (tz)dt.
0 0

1
Q est de classe C*. De plus, Q(0) = §D2f(0) € Sp(R) N GL,(R) car non dégénérée.

On peut donc appliquer le lemme : il existe V un voisinage de Q(0) dans S,,(R) et p € C*(V, GL,(R)) tel que
VAEV, A = p(A)Q(0)p(A).

Or @ est continue, donc il existe un voisinage Vy de 0 dans R™ tel que Vo < Q™(V). Ainsi, Yz € Vp, Q(z) € V,
done Q(z) = *p(Q(2))Q(0)p(Q(z)). On pose M(z) = p(Q(x)).

D’autre part, d’apres le théoréme d’inertie de Sylvester appliquée & Q(0) qui est aussi de signature (p,n —p),

JA € GL,(R) telle que Q(0) =" A (Iop _IO ) A. Finalement f(z)—f(0) =" 2" M(x)'A (Iop _IO ) AM (z)z.
n—p n—p
En posant p(z) = AM (x)z, on a f(z) — f(0) =" o(z) (Iop _IO ) o(z). Et donc avec u = ¢(x), on a bien
n—p
©(0) =0et f(z)— f(0) =u%+---+u?)—u§+1---—ui.

Il reste & montrer que ¢ définit un C'-difféomorphisme entre deux voisinages de 0.
@ est C* car M lest (en effet, p est C' et Q est supposé C' car f est C).
Calculons la différentielle & 'origine de ¢ : ¢(h) — ¢(0) = AM(h)h = AM(0)h + o(|h]).
Comme AM(0) € GL,,(R), Dp(0) est inversible.
D’apres le théoreme d’inversion locale appliqué a ¢, il existe deux voisinages de 0 (en fait de 0 et de ¢(0) = 0)
tels que ¢ soit un C!-difféomorphisme entre ces deux voisinages. O

Remarque : o En fait ce théoréme est vrai pour f de classe C! et possédant une différentielle seconde non
dégénérée en 0. On peut trouver une preuve dans le cours d’analyse de Doukhan et Sifre.

e (Rouviere, ex 111) On se donne f de classe C* et a un tel que D?f(a) soit non dégénérée. On pose
5(h) = f(a+h) — f(a) — Df(a)h, alors par le lemme de Morse, §(h) = e;ui(h) + eou3(h) dans un voisinage de
a, avec €1,£9 € {£1}.

heR?— f(a)+ Df(a)h est I'équation paramétrique du plan tangent, donc 6(h) représente la différence entre
f(h) et sa projection verticale sur le plan tangent.

On en déduit que si la signature est (2,0), alors 1 = e = 1 et f est au dessus de son plan tangent localement
en a. Au contraire, si la hessienne est définie négative, f est localement au dessous de son plan tangent.

Si la signature est (1,1), §(h) = u3(h) — u3(h) et donc f coupe son plan tangent en une courbe (qui n’est pas
une variété) avec un point double définie par u = twv.

e Si D?f(a) est dégénérée, on ne peut rien dire sans étudier les termes suivants dans le développement de Taylor.
e Pour aller plus vite, on note V € V(A) pour dire V voisinage de A.

Adapté du travail de Laura Gay

3. C’est la un lien important entre céne isotrope et géométrie différentielle.
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Chapitre 21

Méthode de gradient a pas optimal

Références : Hirriart-Urruty, Optimisation et analyse conveze, p 17-19 et p 53-56

[Lemme (Inégalité de Kantorovitch).]

Soit Ae ST et Ay = ... > \, ses valeurs propres, alors pour tout z € R",

2
_ 1 A An
lz|* < (Az,z)(A 2, 2) < 1 (\/)\71—1— \/I) l=)* .

Démonstration. 1l suffit de démontrer I'inégalité pour ||z|| = 1. Puis comme A € S/ il existe P € O, (R) telle
que A = *PAP avec A = Diag(\1, ..., \n). Par le changement de variable y = P, il suffit de démontrer

2
_ 1 A1 A
< 1 < af= /22 .

1
On fixe y. On note ensuite M; le point de coordonnées ()\i, A)’ et M le barycentre des M; avec les coefficients

%

y7. Alors M a pour coordonnées ((Ay,y), (A" 'y,y)).

Tous les M; sont dans l'intersection de I’épigraphe de x — — et du demi-plan inférieur donné par la droite liant
x

My et M,,, donc M est dans ce domaine.
On peut alors majorer et minorer I'ordonnée de M :

D’ou il vient

A1 '

w(A1 + A —u)
A1

En trouvant le maximum de u — , on a exactement l'inégalité voulue. O

Le but de ce développement est d’appliquer I'algorithme de gradient optimal & la fonction f : x € R" —
1 ,
E(Aac, z) + (b,x) +cott Ae ST beR"” et c € R. Celle-ci est sympathique car I'algorithme pourra étre calculé

explicitement avec elle, ce qui n’est quasiment jamais le cas.
On gardera la notation A\; > ... = A, pour les valeurs propres de A.

L’algorithme de gradient a pas optimal donne une méthode numérique permettant de minimiser des fonctions
de R™. Il est défini comme suit :
On se donne zg € R”, puis pour passer de I’étape k a 1'étape k+1, on calcule 1 = zp +irdg, ou dy, = =V f(zk)
et ty, est 'unique réel positif minimisant ¢t — f(xy +tdy) (si Vf(zg) # 0). On s’arréte lorsqu’on est assez proche
du minimum, c’est & dire lorsque ||V f(x)| < € pour une tolérance e que l'on s’est fixé.
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CHAPITRE 21. METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL

Théoréme.

La fonction f définie auparavant a un unique minimum, noté Z. On appelle f = f(Z) et c(A) =

[ A] ||A*1H = )\—1 le conditionnement de A, alors la suite (zx); donnée par la méthode de gradient a
n

pas optimal vérifie

2k
@) =T < (o) -1 (55 57)

et

Démonstration. e Existence et unicité du minimum :
f est coercive (lim f(z) = o), donc le minimum de f n’est pas a l'infini. En se restreignant a un compact
T—>L

assez grand, comme f est continue sur ce compact, elle atteint son minimum sur celui-ci. On a donc existence
du minimum.

Puis comme D?f(z) = A est définie positive, f est fortement convexe, donc le minimum est unique.

— 1
Le minimum est caractérisé par Vf(Z) = 0, soit T = —A~'b. D’oul f = —§(A_1b, b) + c.

e Précisions sur dj et ty :

On suppose que pour les k étudiés V f(zr) ne s’annule pas, sinon l'algorithme est terminé.
On a, pour t € R,

1 t t t2
[z, +tdy) = 5(14331«79%) + §(A9€k,dk) + §(Adk,93k) + g(Admdk) + (b, wg) + t(b,dy) + ¢

tQ
= f(ar) + t(Azg + b,dy) + 5(Adk7dk)

Ce polyndme est minimisé lorsque ¢t = tj, := — (A(ifd:, lc)l’:)lk) = (J;l:,”;k) (car dy, = =V f(xy) = —(Axy + b))
e On peut maintenant calculer f(zg11) :
Foen) = S+ ) = 5e) + A sy 4 LB g,
)~ AR gy 4 I
4
= o) it

Pour se ramener au lemme de Kantorovitch, on calcule (A™'dy,, dy,) :

(A dy, dy) = (A7 (Axy, + ), Az, + b)
= (Azp,zp) + (b, zp) + (Azy, A710) + (A1, b)

=92 (;(Axk,mk) + (byz) +c+ %(A’lb, b) — c)

On a donc

_ N A
= (f(zx) — ) <1 (Adk7d;€)(z4_1dk,dk)> :

1. On rappelle que (Ady,dy) est non nul par définition de la définie positivité de A.
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CHAPITRE 21. METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL

e On applique Kantorovitch :

On a )
_ 1 )\1 )\n 4
1 <1 A An
(Ady, dy) (A dg, dy) < 1 (\/ SV )\1) el -

Donc, comme f(z3) — f =0, on a

f@rer) = f = (f(zw) = f)

4
1 [l
(Ady, dy,) (A~ dy, dy,)

On a ainsi la premiere inégalité voulue par récurrence.
Pour la deuxieme, on la déduit de la précédente en remarquant que

flx) = f = =(Axp, 21) + (b,x1) + ¢ + %(Ailb, b) —c

1
= —(Azy, z1) — (AT, 31) + §(Af, T)

O

On voit sur le dessin ci-dessous I'algorithme appliqué. On part de xg, on cherche le gradient de f en ce point
et on part chercher le prochain point sur la droite donné par V f(xg). Les courbes tracées représentent certaines
lignes de niveau de f.

On a dg41 = —Axpy1 — b= —Axp — b — tpAdy = dy, — ti Ady, donc (dg+1,dy) = HdkHQ — ti(Ad, di) = 0.
Les directions de descente sont donc consécutivement orthogonales entre elles.

D’autre part, z, 1 est le point d’une courbe de niveau tangente & V f(zy) en xi 1. En effet, si ce n’était pas
le cas, la droite donnée par t — =z + td couperait la ligne de niveau contenant xy,; en deux points distincts.
Le segment reliant ceux-ci contiendrait des valeurs de f plus faibles que f(zp4+1) car f est fortement convexe;
cela est absurde. Par régularité de f, donc des courbes de niveau, la droite est tangente a la ligne de niveau en
I’unique point d’intersection.
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CHAPITRE 21. METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL

; T

On voit que si ¢(A) est proche de 1 - c’est & dire que I'on a un faible conditionnement /que les valeurs propres
de A sont proches les unes des autres - alors 1'algorithme converge rapidement. Sur le dessin, cela correspond
au cas ol les lignes de niveaux sont quasiment des cercles.

Au contraire, si le conditionnement est fort, la convergence est beaucoup plus lente. Cela correspond & des sortes
d’ellipses tres aplaties.

Trouver le minimum revient & inverser la matrice A, car T = —A~'b, et on se rend compte que plus la matrice
est difficile a inverser, plus l'algorithme met du temps a converger.

Remarques : o En pratique, on admet que (A~ dy, di) = 2(f(xx) — f) et on insiste sur la convexité de f,
I’existence et I'unicité du minimum et la dépendance au conditionnement.

e Si on présente la lecon convexité, on présente en détail le lemme de Kantorovitch et on va treés vite sur le
gradient a pas optimal. Sinon, on admet Kantorovitch.

e Dans le cas général, on peut montrer que si f est fortement convexe et C!, alors la suite donnée par cette
algorithme converge vers le minimum.

e Cet algorithme est dit de descente. C’est un algorithme d’optimisation différentiable, destiné & minimiser une
fonction réelle différentiable définie sur un espace euclidien ou, plus généralement, sur un espace hilbertien. Au
point courant, un déplacement est effectué le long d’une direction de descente, de maniere a faire décroitre la
fonction.

On peut en citer trois autres : celle de Newton-Raphson appliqué a V f, celle de gradient a pas constant (qui
converge pour un pas assez petit si f est fortement convexe C' et si Vf est localement lipschitzien) et celle de

gradient conjugué.
1
La méthode de gradient conjugué s’applique & la minimisation de fonctions de la forme x € R" — i(Ax, x) +

(b,x). A chaque itération, au lieu de minimiser la fonction sur l'espace vectoriel Vect(V f(zy)), on la minimise
sur Vect(V f(xg), ..., Vf(xr)). Lalgorithme converge donc exactement vers la solution en au plus n itérations.
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Chapitre 22

Méthode de Kacmarz

Références : Aucune

Soit A € GL,(R) et b € R". On cherche la solution x4 du systéme linéaire Az = b. La méthode de Kacmarz
consiste a construire une suite récurrente en projetant sur des hyperplans bien choisis.

Algorithme.
Pour 1 < i < n, on note *a; la i-eme ligne de la matrice A. On définit les vecteurs "renormalisés" suivants :

ai_ <b1>
U= —eceta=|—).
Sl lail / ;

On considere les hyperplans affines, H;, de direction Vect(ui)L7 passant par a;u;. On note II; la projection
sur Vect(u;)*. On confondra abusivement le projecteur et sa matrice dans la base canonique.

Soit &g € R™. On construit la suite (zx)ken par : pour tout k € N, x4 est la projection de zy sur H,., ou
r=1+k [n], id est z11 = U, (zg) + apu,.

On a .
{wc} = [) H.
i=1

Démonstration.
. So1t z € H;, alors il existe z; € Vect(uz) tel que z = a;u; + 2z;. On en déduit que {a;, z) = b;. Ainsi, pour

Z € ﬂHl, ona: Az =0, id est mH c {xe}
=1 =1
e Pour l'inclusion réciproque, comme Az., = b, on a pour tout i, {a;, x5y = b;, donc {u;, o) = .
Pour conclure, on utilise que
Vi, R" = Ru; @ Vect(u;)*

Ainsi xy, = d;u; + ¢; avec ¢; € Vect(ui)J‘ et le produit scalaire précédent donne §; = «;, donc x., € H;. O

Lemme.

Soit u € R™ un vecteur unitaire. Le projecteur orthogonal sur Vect(u)® a pour matrice dans la base
canonique IT = I,, — u'u. De plus, on a : |[TII| = 1 et pour tout z ¢ Vect(u)* on a : |Ilz| < |z

Démonstration. Soit x € R et y = Iz le projeté orthogonal de x sur Vect(u):. Le vecteur y est caractérisé

par :
y € Vect(u)
Vz e Vect(u)t, {(z,y—z)=0
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CHAPITRE 22. METHODE DE KACMARZ

FIGURE 22.1 — Illustration de la méthode.

On pose § = (I,, — u‘u)z. D’une part, on a :

(u, gy = {u, ) — {u, uuz)
= (u, ) — (u'uu, x)
={u,z) — {u,x) car ‘uu =1
=0

Ainsi, on a : § € Vect(u)®. D’autre part, pour tout z € Vect(u)®, on a :

<Z,1'—:g> = <Z7$>_<Zag>
= (z,2) —{(z,x) + {z,u'uz)
= (u'uz,z)
=0 car "uz ={u,z)=0
Ainsi, on a § =y et Il = I,, — u'u.

Pour conclure, soit x € R™, d’apres le théoréme de Pythagore, on a : |z = |TIz|? + ||(I, — IT)z|*. On en
déduit que : ||[II| = 1 ainsi que I'inégalité stricte. O

Nous allons maintenant pouvoir nous intéresser a la convergence de cette méthode.

Théoréme.

Pour tout zy € R", la suite (zj)reny converge vers z..

Démonstration. On note €, = xp—x4 U'erreur d’approximation a I’étape k. On remarque que 'on a €41 = I1,.€.
En effet, on a
b

Ty = oty + 2y (car zo, € H,.)
Tpy1 = - (z) + apu,
donc
epr1 = U (z) + oy — apy — M2y = Iep.

Il s’ensuit que la suite (|lex|)x est décroissante et minorée par zéro. Elle converge donc. On pose T' = 11, .. . II;.
Pour tout &, on a : |lepn| < || 7% €0 T1 nous suffit donc de montrer que l'on a : ||T| < 1.

Soit z € R™ tel que |Tz| = ||z|. Cela signifie que pour tout ¢ |II;11(IL; ... I )z| = |(II; ... II;)z|. Or d’apres
le lemme 2, on en déduit que pour tout 4, (II;...TI )z € Vect(u;y1)® et (I;...I1)z = . Il en résulte que

TE m Vect(u;)t, id est Az = 0. Ainsi z = 0.
i=1
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CHAPITRE 22. METHODE DE KACMARZ

Ainsi, pour tout z € R" ~\ {0}, |Tz| < ||z|-
Comme on travaille en dimension finie, on a bien ||T| < 1.E| Ce qui montre la convergence. O

Remarques : o Le calcul d’'une matrice TI; demande O(n®) opérations élémentaires. Mais comme on calcule
toujours sa valeur en un certain vecteur y, on a juste a calculer IL;y = y — (u, y)u. Cela fait O(n) opérations
élémentaires.

Ainsi, pour faire une n-itération (calculer Ty), il faut O(n?) opérations élémentaires. On est dans le méme ordre
de grandeur que pour les autres méthodes de résolution approchée de systémes linéaires (gradient, itératives
linéaires...).

e En dimension infinie, le dernier argument du développement est faux. Plagons-nous dans (co(N), |[||,,) les suites
21:11, on a bien |Tu| < |u| si w# 0 et |T| = 1.

e Dans le cas ou A est orthogonale, ses lignes sont orthogonales et donc ’algorithme termine en au plus n
étapes.

e En fait, 'algorithme marche quand méme lorsque A n’est pas inversible et quand b est dans I'image de A.
(Merci Thibaut Tardieu)

réelles tendant vers 0. Alors pour 'opérateur Tu = Z

Adapté du travail de Baptiste Huguet.

1. La boule unité étant compacte, T atteint son maximum dessus.
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Chapitre 23

Méthode de Laplace

Références : Rouviere, Petit guide de calcul différentiel, ex 113

Théoréme.

Soient a < b < 0, ¢ : [a,b[— R de classe C* sur [a,b[lﬂ avec ¢’ > 0 sur Ja,b[, et f : [a,b]> C
continue en a telle que f(a) # 0. On suppose de plus qu’il existe t € R tel que e °?f € L'(]a, b[),
b
alors l'intégrale F(t) = J e~ @) f(z)dx est définie pour ¢ > tg et
1 y e 1) f(a)
+o ¢'(a) ¢

—ty(a)
2. si ¢/ (a) =0 et ¢"(a) > 0, alors F(t) o 2%0/7;(&) y e \/Ef(a).

a. Cest & dire ¢ est la restriction d’une fonction C? sur un ouvert contenant [a, b].

1. si ¢'(a) > 0, alors F(t)

Démonstration. On peut supposer to = 0. En effet, il suffit de poser fz e "¢ f et on a I’énoncé voulu.

e L’intégrale F' est bien définie.
En effet, ¢ est croissante, donc pour ¢ > 0,

e f ()] < e | f(a) e LV

e Commencons par étudier deux exemples : commencgons par a = 0 et p(z) = x.
La continuité de f en 0 donne 'existence de M > 0 et « > 0 tels que |f| < M sur [0, «]. Alors pour ¢t > 0, on a

t J: e f(x)de = Jota e Vf (%) dy R : e f(0)dy = f(0).

Le passage a la limite est justifié par le théoréme de convergence dominée car |e™ ¥ f(=)1[oa1| < Me ¥ €

LY([0, o0]).
Puis comme f € L', on a

Y
t

t

t—+0

b b
f e f(x)da $t67taJ- |f(z)|de — 0.
0

[e3

On a bien ,
J e f(x)dx ~ @
O t

Continuons avec un autre exemple : supposons que a = 0 et ¢(x) = z°.

Par la méme méthode que précédemment, on a pour ¢t > 0

a ) Vo 9 0 5 T
\/EL e f(x)dr = J;) eV f (\%) dy s J;) e ¥ f(0)dy = %f(())
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Puis

it et f (@) dz ,—— 0.

b 2
f e f(x)dz| <

’ —ta? ~ \/Ef(O)
Le f(x)dx N

e Etudions & présent le premier cas du théoreme : ¢’ > 0 sur [a, b[.
L’idée est de se ramener aux cas vus en exemple.
On pose donc naturellement le changement de variable u = ¢(z) — ¢(a) (Comme ¢ est strictement croissante,
on obtient bien un C 1—difféomorphisme.) et on note v sa bijection réciproque. Alors on a

D’ou

F(t) =e to(a) Jb eft(cp(x)fgp(a))f(x)dx _ e—mp(a) J‘w_l(b) eft“f(zb(u))i//’(u)du N eftgp(a) f(q/}((]))d)'(()) )
a 0 t
Or (0) = a et ¥'(0) = ! _ ! , donc on a bien

¢'(¥(0)  ¢'(a)

1 " e_tW(a)f(a)

¢'(a) t '

o Il reste enfin le deuxiéme cas & traiter : ¢'(a) = 0 et ¢"(a) > 0.
On pose ici u = y/¢(x) — @(a). On a bien un C!-difféomorphisme par théoréeme d’inversion globale car @ est

strictement croissante. On note a nouveau 1 I'inverse.
On a alors

F(t) = e @ J

a

F(t) ~

b

(D) .
eft(c,o(ac)fgp(a))f(x)d;C _ eftap(a)J(‘) eftu f(w(u))z//(u)du 7tgp \ff( 2(\/;) ( )

On sait que ¥(0) = a, puis

N B o) B
2(/p(x) = pla) ot 2/(z —a)*¢"(a)/2 2
Donc 9'(0) = ! = 2 et on retrouve le résultat annoncé :

(¥=1)(4(0)) ¢"(a)

T e fa)
F(t) J:L 2(,0”(&) X \/i .

Corollaire (Formule de Stirling).]

On a

Démonstration. On a o

rt+1) = f e “xtda.
0
Pour faire apparaitre la forme du théoréme, on applique le changement de variable x = t(u + 1) pour ¢ > 0,

ainsi on a
s 8}

F(t—i—l) :J, —t(u+1)tt(u+1)ttdu:tt+l JM e—t(u+1—ln(u+1))du.
On pose f=1et p(u) =u+1—In(u+1). Alors ¢'(u) =1 — L wu et " (u) = 1
nr - A= p ) Ao e = ltu 1+u W T avw?

On remarque que ¢’ > 0 sur |0, 00[, donc en appliquant le théoréme, on a

o) —te(0) £(0
—t(ut1-In(u+1)) q, 7T € fO) _ |7
J, ¢ W) < T %
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Puis en faisant le changement de variable v = —u dans la seconde intégrale, on a
0 1
J eft(qulfln(qul))du — f eft(lf'ufln(lfv))d,v'
—1 0

On pose ¢(v) =1 —v —In(1 — v) et on remarque que le théoréme s’applique. On obtient alors
0
J ot 1-n(ut1) gy o T o=t
-1
D’ou il vient

t
¢
Lt +1) ~ 2t %e*t =< ) ot

O

b
Remarques : e On a un résultat similaire pour les intégrales du type eite(@) f(x)dz. On appelle cela la

méthode de la phase stationnaire. Le lecteur intéressé pourra regarder le Zuaily7 Queffelec ou le Zuily.

e Ce développement semble un peu obscure sans I’expliquer un peu. Il faut se dire que ¢ est croissante et qu’en
conséquence, comme ’exponentielle décroit vite, la valeur de I'intégrale est concentrée en [a, a + €[. On applique
alors des formules de Taylor pour voir ce que 'intégrale donne.
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Méthode de la sécante

Références : Demailly, Analyse numérique et équations différentielles, p 102

La méthode de Newton est une méthode numérique de recherche de points fixes. L’idée est de remplacer f
par sa tangente en x,. On a ainsi y = f(x,) + f'(z,)(z — x,), et donc I'intersection de la tangente avec I’axe des

T
abscisses y = 0 est 41 = 2, — f/( ) . Elle est trés performante (ordre 2). Néanmoins il est nécessaire de bien
X,
connaitre la dérivée de f pour pouvoir calculer la suite approximant le zéro définie par x,41 = zp — ]J:’(( P )) Le
Tp

but de la méthode de la sécante est d’approximer f’ par une corde.

Insérez un dessin ici!

Théoréme.

Soit f de classe C2, a un zéro de f et tel que f'(a) # 0. On pose I = [a — r,a + r] un intervalle ol
/' ne s’annule pas, et on définit la suite x, par

f(%p)7 avec 7, = f(xp) - f(xpfl).
Tp Tp = Tp—1

Tpr1 = Tp —

Alors si on note (s,), la suite de Fibonacci de premiers termes sop = s1 = 1, il existe K et h des réels
positifs tels que pour zg, 1 € [a — h,a + h] distincts, on a

1 s
2 — al < = (K max(jwo — al, oy — a]))™

Démonstration. On note M; = max ‘f(i) , My = mIin ‘f(i) , et
IxI — R
fly) —f=)
(z,y) — y— six#y

fl@)ysiz#y
e Etude de 7 : )
On remarque que 7(z,y) = f f'(z + t(y — x))dt, donc par les théorémes sur les intégrales & parametres, T est
0

ct.
On peut alors utiliser le théoreme de dérivation sous le signe intégrale car f est C* :

1 1
T = [ =08+ tly - et Z—;@c,y) - [ e it — opar

ax 0 0
M,
2

or
y

or

ox

M-
< 72, et comme [’ est de signe constant, |7| = m;.
v 67' M2
(ﬂc,t)dt‘ <2y
w0y 2

D’ou on a et

X

= |7-($7y) - T(Z‘,JJ)| =

Pour finir, on a |7(z,y) — f'(z)
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f(x)

T(z,y)’
Posons h, = z, — a, alors comme z,11 = ¥(zp,zp—1), 00 &

e Raisonnons de la méme maniére sur ¥(z,y) = x —

Vp =1, hpi1 = Y(xp, p_1) —a=Y(a+ hp,a+ hy_1) —(a,a).

On remarque comme précédemment que

0 0
hpt1 = f id (a+thy,a+thy_1)+ hp_l—lp(a + thy,a + thy_1)dt.

Pox oy
Puis N R
! CcT CT
%(x,y) —1_ f (IL‘)T(:E,y) - f(x)% _ T(l’,y) — f/(.’L’) + f(.’L‘) o
ox _ 7(z,y)? m(z,y) m(z,y)?
W %
ay (:E,y) - f(l’) T($,y)2
En utilisant les inégalités de la premicre étape et le fait que |f(z)| = |f(z)— f(a)] < M|z — a| par les
accroissement finis, on a :
(91# M2 |y {I?| M1M2
ox ()| < 2mg + | 2m?
o My M,
— < —

On fixe alors (z,y) = (a +thp,a+th,_1) pour t € [0,1] et p > 1 en supposant que x,, ,—1 € I (on le montrera

a la fin par récurrence), alors |y — x| < (|hp| + |hp—1|)t €t | — a] = |hyp|t, donc
o M, M,y M,
S| < (Gl + s + 5 )
o Mm2
= < hp|t
3, &) | |

D’ou en mettant tout bout & bout :

v My M M, M, '
|hpt1] < <2 || (|| + [hp—1]) + 21 : |hp| 21 : ol - 1|> JO t

My MM,
= hy| (|h h,_
5 (o + goz® ) il (gl Iy

K
< K |hp[max(|hp!, [hp-1])-

¢ Conclusion : 1
On pose h = min(r, ?), alors pour xg, x1 € [a — h,a+ h], on a |ha| < K— max(|hi|, |ho|) < h. Par récurrence,
<hd

cela légitime tous les calculs du dessus et on a Vp > 1, |hpt1] < |hp] onc

Vp = 2, |hpia| < K [hy| [hp-1].

1
On a trivialement |h,| < 7 (K max(|ho|, |h1]))® pour p=0oup=1.

1
Pour p =2, on a vu |ha| < K |hy|max(|h], |ho|) < EKQ max (|1, |ho|)*.

Enfin, si on suppose le résultat vrai jusqu’a un rang p = 2, alors
1 o 1 s, 1 s
hpr1l < K |hp| [hp-1] < K 72 (K max(fho , |ha))™ 2= (K max(lhol , |ha]))™ ™" = 2= (K max(lhol, |ha]))™*" .
Le théoréeme est ainsi démontré. O

Remarques : e Attention a ne pas oublier le cas p = 2! La relation |hpy1| < K |hy| |hp—1]| n’est pas forcément
vraie pour p = 1.

e On dit qu'une suite converge a l'ordre au moins p si il existe C' > 0 tel que Vk € N, |41 —a| < |o, — al’.
La méthode de Newton est d’ordre 2. Il est difficile de mettre I’équation sous cette forme pour la méthode de

jg(l +2\/5

p+1
la sécante. Néanmoins, on voit (et on vérifie numériquement) que comme s, ~ ) , Pordre vaut

Adrien LAURENT 79 ENS Rennes - Université de Rennes 1



CHAPITRE 24. METHODE DE LA SECANTE

1+

s

p= ~ 1,618. C’est donc une méthode moins rapide que celle de Newton, mais tout de méme efficace.
e On a mieux que le théoréme, on a trouvé une maniere explicite de calculer le h pour avoir la convergence.
Mais en pratique, on ne sait pas quel est le zéro de f, donc une question subsiste : comment choisir I'intervalle
ou on va converger quand on ne sait pas ou est le zéro?

Et bien, c’est difficile! En pratique, 'algorithme converge tout le temps, mais c’est parce qu’on a de la chance.
e Et en dimensions supérieures 7 Il existe des trucs, c’est détaillé dans le Allaire.

e On peut s’inspirer de cette méthode pour I’épreuve de modélisation! En effet plutot que de calculer la dérivée
de f dans la méthode de Newton, on peut juste poser

f(z ++/Teps) — f(x)
A/ %eps ’

On trouve une méthode d’ordre compris entre ¢ et 2.
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Chapitre 25

Méthode des petits pas

Références : Rombaldi, Eléments d’analyse réelle, p 221-224

Théoréme.

Soit f:] —1,1[— R, une fonction continue qui admet en zéro le développement limité suivant :
Va G] - ]‘7 ]'[a f(.’E) =T — aprrl alx Bl’2p+1 + 0($2p+1) )

(1 +p)a?

avecaa >0, 8 #0et v = —p#0.

Alors pour tout xg assez petit, la suite des itérées de f est bien définie et vérifie :

I 0% In(n) ‘o <ln(n))
gpan  p*a’ g/pa ni/n ni/n

Vn >0, x, =

Etape 1 : Montrons que la suite est bien définie.
On peut définir (par prolongement continue) les fonctions continues, g et h telles pour tout x €] — 1, 1[, on ait :

f@) = zg(z) et flz) =2~ oz h(z)

On a ¢g(0) = 1 = h(0). Donc on dispose de > 0 tel que g et h soient strictement positives sur | — n,n[. En
particulier, pour tout x € [0,7], on a :

f(@) =2g(x) 20 et f(z)—x=—azP ' h(z)<0

Ainsi, le segment [0,7] est stable par f. Pour tout z¢ dans ce compact, la suite des itérés de f est donc bien
définie.

Etape 2 : Montrons que (z,)ney converge vers 0.

Comme on 'a vu précédemment, pour tout z € [0,7], on a : f(z) < z. La suite (z,,)nen est donc décroissante
et minorée par 0. Elle converge donc. Or f étant continue, cette limite est un point fixe de f. Le point 0 est
évidemment un point fixe de f et de plus on a : Yz €]0,n], f(z) < x. La suite (2, )nen converge donc vers 0.

Etape 3 : Equivalent de la suite.
Soit A € Z*. On définit la suite (y,)neny par : Vy € N, gy, = :c;\LH — x,); On cherche un A tel que cette suite
admette une limite finie non nulle. Pour tout n € N, on a :

Yn = (20 —0al + Pt 4 o(xP )N — 2
= x;\L(l —axl + Bmip + o(xip))’\ — xz

A

-1
= chl (1 + M—ax? + Bx?P) + — )azxip + 0(3:?’)) — xf‘l

(A —1)a?
2

—aArETA 4\ (6 + ) 22 oo(2P )
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CHAPITRE 25. METHODE DES PETITS PAS

Ainsi, la suite (y,,)neny admet une limite finie non nulle pour A = —p. On se fixe cette valeur de A & présent. On
a donc :
VneN, y, = ap + pyal, + o(ah)

Par critere de Cesaro, on a :

On en déduit alors que :

Etape 4 : second terme du développement.
Ona:VneN, y, = pa+pyzl(1+0(1)). Ainsi, on a :

n—1 n—1
Dk =npa+py Y ah(1+o0(1))
k=0 k=0

, dont la série diverge.

1
D) e

La suite (2P (1+0(1)))ney est positive. Elle est équivalente a la suite (

Par sommation des équivalents des séries divergentes, on a :

|
-

n

n
1
Yk —npo~py Y, —
kzlpom,

S =
Il
=]

Yk — npa ~ 7 In(n)
a

b
Il
=)

z_: yp = npa + gln(n) + o(In(n))
k=0

2P = npa (1 n +vnln(7;) o (ln(n))>

pa n
—1/p
v = 1 14 7 In(n) ‘o In(n)
¢/pan pa? n n

. wjain (1 ~ pjaz 1n£n) Y (lnnn)>>

Remarques : Applications aux suites classiques.
e La fonction sinus admet le développement limité suivant en 0 :

1 5
sin(z) = x — gx?’ + §x5 + o(x”)
. " , , 1 1
On est bien dans les conditions de 1’énoncé avec o = 5’ 8= 120 et p=2.

La suite des itérés du sinus admet donc pour développement asymptotique :

0
n 10 ny/n
e La fonction x — In(1 + z) admet le développement limité suivant en 0 :

2 £83

T 3
In(l+z) ==z 5 T 3 + o(x?).
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CHAPITRE 25. METHODE DES PETITS PAS

1 1
On est bien dans les conditions de ’énoncé avec o = > 8= 3 et p=1.

La suite de ses itérés admet donc pour développement asymptotique :

2, 2l(m) <1n(n)>

Ty = —
n 3 n? n?

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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Chapitre 26

Modélisation de suites de variables
aléatoires indépendantes

Références : Ouvrard, Probabilités 2, p 53-59

Soit x € [0, 1[, on pose les suites (D, (x))nz1 et (Ry(2))nzo définies par

Ro(z) ==
Dn(z) =|2R,,-1(x)
R, (z) =2R,_1(x) — Dy,(x)

Elles vérifient D,, € {0,1} et R, € [0, 1].
De plus, par récurrence, on a pour tout n € N

x = Z D;Sx) + %Rn(:v) = Z Dj(.x).

On a ainsi défini le développement dyadique de z € [0, 1].

o o]

1 1
Attention, celui-ci est non-unique. Par exemple, 3= Z YR
j=2

Théoréme.

On se place sur ([0, 1[, B([0, 1[),P) avec P la restriction de la mesure de Lebesgue sur [0, 1[.

La suite (D, ), est une suite de variables aléatoires iid de loi b(1/2). De plus, pour tout n € N,
R,, suit une loi uniforme sur [0, 1] et les variables aléatoires D, ..., D, et R, sont mutuellement
indépendantes.

Démonstration. e Soit n € N* et " = (e1,...,e,) € {0,1}", on note
Hej e 1
- ZJ 24—
fen = lz 2]"_2 T 2nl'
Jj=1 Jj=1

On remarque que les I7, forment une partition de [0, 1 et que les D; sont constants dessus.
On a

ﬂ{Dj = Ej} = Ign,
j=1
donc

P (ﬂ{Dj = Ej}) = 2%

Soit J une sous partie finie de {1,...,n}, alors en sommant sur J°, on a

1

jeJ
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CHAPITRE 26. MODELISATION DE SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

Et en particulier, on a

D’ou

P (ﬂ{Dj = Ej}> =[P, =¢)).

JjeJ jeJ
Comme n et J sont arbitraires, cela prouve exactement que les D; forment une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi b(1/2).

e On commence par remarquer que

R, =2"d— ) 2"7D;.

j=1

Soit f une fonction positive mesurable (pour la tribu borélienne), alors pour tout €™, on a

R ] n{DjEj}l - [f@”id - Yomie ] ﬂwjej}]
j=1 j=1 Jj=1
= f 1 (2)f (2"9: — i Z”jE]) dP(x)
R € j=1

1 € 1 N R
fR 1, (Wy +§1 2]> F(y) 5 dP(y) (avec y = 2"z — >, 2" ey)

E

- 5 | 1) @)
=P <]ﬁ1{pj = sj}> JR Lpo,17(y) f (y)dP(y)

En sommant sur les ", on obtient

B (R.)] = fRn[o,lny)f(y)dP(y).

On en déduit donc que R, suit une loi uniforme.
Puis on peut répéter la méme opération qu’auparavant en sommant sur j € J° et on obtient

E | f(Rn) H 1{Dj€j}] = HP(DJ' = &) E[f(Rn)]-
jeJ jeJ
Cela nous donne l'indépendance de R,, avec D1, ..., D,. O

Attention, les R,, ne sont pas indépendantes! Sinon D, = 2R,,_; — R,, admettrait une densité, ce qui est
faux.

Soit Y une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1[, F une fonction de répartition et G la fonction
- appelée pseudo-inverse de F' - définie par

Vt e R,G(t) = inf{z € R, F(x) > t}.

Alors G(Y') a pour fonction de répartition F.

Démonstration. On a I’équivalence

=

z) =tex>=G).

Q

Donc comme Y suit une loi uniforme sur [0, 1[, on
P(G(Y) < z) =P(Y < F(x)) = F(x).
O
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CHAPITRE 26. MODELISATION DE SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

Corollaire.

Soit (1;); une suite de probabilités sur (R, B(R)), alors il existe une suite (X;); de variables aléatoires
indépendantes définies sur ([0, 1[, B([0, 1), P) et telle que X suive la loi ;.

Démonstration. On va créer une suite de variables aléatoires indépendantes (Y;); de lois uniformes sur [0, 1].
Ainsi en utilisant le lemme, on aura terminé.

e On reprend les notations précédentes.
En utilisant la bijection (N*)? ~ N *,ﬂ)n peut partitionner N* en union d’ensembles infinis

N* = | | NV,

jEN*

et on note ¢; 'extractrice donnant les éléments de N; dans I'ordre croissant.
On pose ensuite

o 1
Y= > 55 Doyt
k=1

o Par le lemme des coalitions, les Y; sont indépendantes car ce sont des fonctions de différents Dy, (et les
Dy, sont indépendantes).

e Montrons que Y; suit une loi uniforme sur [0, 1.
n

1
On pose Yj,, = 27va(’€)' Comme les Dy, sont iid, Y;,, suit la méme loi que

n 1
Z, = 2 o Dk
k=1

La suite Z,, tend presque surement vers Z la fonction identité.
De méme, Y; est la limite presque sure des Yj . On a donc en particulier la convergence en loi, d’ou

P(Y; <y) =limP(Y;, <y) =lmP(Z, <y)=P(Z<y) =y.

n

Donc Y; suit une loi uniforme sur [0, 1[. O

Remarques : e Pour la lecon 249, on peut utiliser les Y; pour avoir une suite de variables aléatoires iid de
loi b(p). Il suffit de poser X; = Ty, <.
e La fonction de répartition d’une loi exponentielle est

F(z) = (1 — exp(=Az))1{0, co[.
Sa pseudo-inverse est alors
G(u) = =X"log(l — u).

De méme, pour une loi de Cauchy, on a
G(u) = tan(w(u — 1/2)).

e Pour les lois discretes, il faut étre plus malin. Si p = Z Dk, , on se donne U une variable aléatoire uniforme
sur [0,1]. On pose aussi la suite (sx)x définie par so = pg et sgr1 = Sk + Pr+1-

Alors la variable aléatoire X qui vaut xj, lorsque U €]si_1, sk] suit la loi p.

e Une utilité d’avoir une infinité de lois uniformes indépendantes est de pouvoir simuler une loi de Poisson de
la maniere suivante

N = max{n € N* U;..U, > exp(—A)} ~ P(}N).

G+Ek—2)J+k—1)
2

1. On peut prendre 'application (4, k) — k + par exemple.
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Chapitre 27

Partitions d’un entier en parts fixées

Références : Francinou, Gianella, Nicolas, Orauzr X-ENS - Analyse 2, p199

Théoréme.

Soient aq, ..., ar des entiers naturels non nuls premiers entre eux. On note u,, le nombre de k-uplets
1 nk-1

). 1 = m. Al o ——
(xz)ze[l,k] tels gt Z @iTs n OfS Un n—L ap...AL (k — 1)'

;T4

Démonstration. e On commence par étudier les séries Z 2% Elles sont définies de rayon de convergence 1

x;EN
(par le lemme d’Abel).
a$L
On peut faire le produit de Cauchy de ces séries pour obtenir la série Z Z 1 |2" de rayon de conver-
n=0 1 (z;)eN*
Saizi=n

gence supérieur ou égal a I.EI On remarque que le terme général de cette série est u,,.
s

k k
- 1
On pose donc la série génératrice f(z) := upz" = | | (Z z‘”c) = | | :

_ sa;
1=1 z

e Etudions les poles de f.
Les poles sont les racines a;-émes de 'unité. Le pole 1 est évidemment de multiplicité k.
Montrons que les autres péles sont de multiplicité strictement inférieure a k.
Par le théoreme de Bézout, il existe uq, ..., ux tels que Z u;a; = 1.

k
Si w est une racine de I'unité de multiplicité &, alors w® = 1 donc w = wx %% = H(w‘“)"i =1.
i=1

e Décomposons en éléments simples f :

On note P = {wx, ...,w,} les pdles de f avec wy = 1.
Alors il existe « € C* et ¢; ; € C tels que f(z) = ﬁ + ie[zl:p]

je[1,k—1]

Ciyj
(wi —2)7

1 , , . N
ﬁ est développable en série entiére pour |z| < 1.
w—z

1 1 1 R
Onade3apour|z|<1,w_ =— :ZW

e Pour we P,

w n=0
n—j+1

(j—1) i n! z

Donc en dérivant : - = .
_ — ] 1
(w—2z2)J e (n—j+ 1) wnt

1. Le rayon de convergence du produit de Cauchy est supérieur ou égal au minimum des rayons de convergence des séries entieres
étudiées.

2. ZaiZ est un idéal de Z qui est principal, donc il est engendré par un élément m. Or m divise a; pour tout ¢ et ils sont
premiers entre eux donc m = 1.
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1 S (n4j—1\ 2"
Donc m = Z < n wnti’

n=0
e Conclusion : T _—
P . . . + k- i\ +7-
On déduit en identifiant les coefficients que u,, = « (n > + Z Gi.j (n J )

n et n
ic[l,p] i
je[1,k—1]

’I'l+]_1 B 1 ) njfl . n-{-k—l k—1 nkil
Or< . >_(j_l)!(n+j—1)...(n+1)~(j_l)!,doncun—a " +o(n )~am.
Puis on a lim (1 — 2)¥f(2) = a.

21
k k
1—2z 1 1
Et (1—2)"f(2) = = d = :
(=286 =y = doe =0
1 k—1
On en déduit u, ~ S =
ay...ap (k—1)!

Remarques : e On adapte la preuve avec des séries formelles et des fractions rationnelles selon la legon. J’ai
préféré ’écrire avec les séries entiéres pour bien faire apparaitre ou intervient 1’étude des convergences.

e En faisant cette preuve, on a aussi trouvé une méthode de calcul de u,, ! 1l suffit de trouver la décomposition
en éléments simples explicite de f, puis d’en déduire u,, avec la formule

n+k—1 cj (n+j—1
SRR

ie[Lp] i
Jjell,k—1]
Par exemple, si on veut décomposer 100 euros en pieces de 1 ou 2 euros, on écrit la décomposition en éléments
1 n+1 1+ (-1)"
simples de ———— et on trouve u, = + (=1) . En particulier, ui99 = 51. C’est logique, on
(1—2)(1—2a?) 2 4

peut choisir entre 0 et 50 pieces de 2 euros, et on compense comme on veut avec les pieces de un euro.
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Chapitre 28

Points extrémaux de la boule unité de

L(E)

Références : Francinou, Gianella, Nicolas, Oraux X-ENS - Algebre 3, p130

On considere ici la norme subordonnée associée a la norme euclidienne sur E. On rappelle qu'un espace
euclidien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire de dimension finie (notée n ici).

Théoréme.

Soit E un espace euclidien et B = {u € L(E), ||ul| < 1}, alors les points extrémaux de B sont les
éléments de O(F).

On rappelle qu’un point extrémal v de B est un point tel que B ~\ {u} est convexe. Sur un dessin, on voit
que les points extrémaux de la boule unité de R? sont les points du cercle.

Démonstration. Soit u € O(E), comme [|O(E)|| = {1}, on a bien u € B.
Supposons que u = i(v + w) avec v,w € B. Si on montre que cela implique v = w, on aura fini. En effet, si

B ~ {u} n’était pas convexe, on pourrait trouver un segment [v,w] contenant u et dont les bords sont dans
B \ {u}. Quitte & découper notre segment, on peut se ramener au cas ol u est au milieu du segment, c’est &

. 1 . s
dire u = i(v + w). Donc si on prouve que v = w = u, on aura une absurdité.

) < %(Hlvlll + [Jwll) < 1.

On a donc égalité! En particulier, pour tout x unitaire, |v(z) + w(x)| = ||v(z)| + [|w(z)|. Donc v(z) = A, w(z)
avec Ay > OB Or |jv(z)| = |w(z)| = 1 donc A\, = 1.

v(x) = w(x) pour tout x unitaire donc par linéarité, v = w et u est bien un point extrémal de B.

1
Soit z de norme 1, alors 1 = |z| = |u(2)] < §(||U(:E)|| + Jw(zx)

Réciproquement, soit u € B tel que u ¢ O(FE). Montrons que u n’est pas extrémal.
On note A la matrice de u dans une base orthonormée de E. En utilisant la décomposition polaire (sur M,,(R),
on peut écrire A = OS avec O € O,(R) et S € S} (R).
En utilisant le théoréme de réduction des matrices symétriques, on a S = PD'P avec P € O,(R) et D =
Diag(ds, ...,d,) avec 0 < d; < ... < dj.
De plus, [|A]| = [|OS]| = |S]| = V/d2 = d,[]et ue B donc ||A|| < 1. Done Vi, d; € [0,1].
a+b

Par hypothese, A n’est pas orthogonale, donc S # I, donc d; < 1. On peut donc écrire d; = 5 ou

—1<a<b<1 (onprend a > —1 et pas a = 0 pour le cas ou dy = 0).
On pose alors Dy = Diag(a,ds, ...,d,) et Dy = Diag(b,ds, ..., dy,).
1
Ona Dy # Dy et A= i(OletP + OPD,'P).
L. Eneffet, on a [[v(z) + w(@)]? = [o(@)]? + |w(@)|* +2 [v(@)] [w(@)] = [v(@)]? + [w(@)]?+2(v, w). Done (v,w) = [[v(@)] Jw(@)].
L’égalité dans Cauchy-Schwarz donne que v(z) = Azw(z).
Puis |w(z)|? Xz = (v,w) = |v(@)| [w(z)| € R*, donc Ay est positif.

2. On rappelle que sur les matrices, la norme 2 donne | M| = 4/ p(* M M) ou p est le rayon spectral, c’est & dire la valeur propre

maximale.
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Ici on est plutét content, on a écrit A comme le milieu d’un segment. Néanmoins, il faut encore montrer que les
bornes de ce segment sont dans B.

Soit X de norme 1, alors [OPD;'PX|* = *X PD;' PPOOPD;' PX = *(*PX)D?(*PX).

Or [*PX|| =1 car P est orthogonale et X est unitaire.

n
En notant Y = *PX, on a 'Y DY = Z A3y + dYyi avec d = a® sii=1et b sii=2.
j=2

n
De plus, les coefficients de DZ-2 sont tous compris entre 0 et 1, donc tYD?Y < Z y]2 = 1. On en déduit que
j=1

OPD,'PX 1et OPD>'PX sont dans B.
Donc A = §(OPD1tP + OPD,"P) est le milieu de deux éléments distincts de B. Donc A n’est pas un point

extrémal ! O

Remarques : ¢ Un théoréme de Krein-Milman affirme qu'un convexe compact de R™ est toujours I’enveloppe
convexe de l'ensemble de ses points extrémaux (voir FGN analyse 3). Donc ici, la boule unité de L(F) est
I'enveloppe convexe de O(FE).

En particulier, on en déduit que tout élément de L(F) est combinaison linéaire d’éléments de O(F). 1l existe
donc une base de L(E) constituée d’éléments de O(E). (Merci a Alexandre Bailleul pour cette idée.)

e On rappelle que O(F) n’est pas l'ensemble des éléments de norme 1.

e En dimension 1, le résultat est simple. En effet, L(E) s’identifie & R et B au segment [—1, 1]. D’autre part,
O(F) n’est constitué que de +1; soit 1 et —1.

e En dimension 2, O(FE) s’identifie & deux cercles disjoints : I'un représentant I’ensemble des angles des rotations
de SO(FE) et Iautre représentant I’ensemble des angles des axes de symétries de O(E) \ SO(E). B s’identifie
donc a un compact convexe de dimension 4 tel que ses points extrémaux soient deux cercles.

On peut préciser cette vision. En effet, si A € SO5 alors —A € SOs. Il en va de méme pour 'autre composante
connexe. Donc les cercles sont centrés autour de 0.

On peut ensuite projeter en dimension 3 pour obtenir que la boule unité est un double cone (deux cones collés
par leur base circulaire) dont la hauteur évolue de 0 & 1 (et de maniére symétrique sur celui du bas). On peut
faire de jolis dessins de ces doubles toupies évolutives pour "voir" la boule.

A

\/

La double toupie
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Chapitre 29

Polygones réguliers constructibles

Références : Mercier, Cours de Géométrie, p 428-429 et 433-436

Théoréme.

Soit p un nombre premier impair, o € N*.

Alors le polygone régulier & p® cotés est constructible si et seulement si & = 1 et p est un nombre
B

premier de Fermat (c’est a dire que p est un nombre premier qui s'écrit sous la forme 1 + 92f , ol

B eN).

Démonstration. On pose ¢ = p*. On rappelle que le polygone régulier a ¢ cotés P, est constructible ssi w =

2im ) ) 2m .
exp | — | est constructible ssi cos | — | est constructible.
q q

= On suppose que P, est constructible.
Alors, par le théoreme de Wantzelﬂ on obtient : [Q(w) : Q] = 2™, o m € N*.
Aussi, le polynéme cyclotomique ®, étant le polynéme minimal de w, on a :

[Q(w) : Q] = deg @, = ©(q) = p* (p—1).

On obtient 2™ = p*~1(p — 1).
Comme p est impair, il vient o = 1, puis p = 1 + 2™ ; montrons que m est une puissance de 2.

A
On écrit alors m = X\2°, avec B € N et A\ € N* impair; on a alors p = 1 + (22B) .

Or, A étant impair, on a 1 + X|1 + X* dans Z[X] (car (—1) est racine). D’ou 1 + 92" ‘p et donc, comme

p est premier, on en déduit A = 1.
p est bien un nombre premier de Fermat.

2T
< o Onnote n = 2°, de sorte que p = 1 + 2", et w = exp ()
p

Ona:[Qw): Q] =deg®,=p—1=2"

On va vouloir trouver une suite d’extensions quadratiques menant & Q(w).

On note G = Gal(Q(w) : Q) ; et si g € G, alors g fixe Q et est entierement déterminé par g(w).

On a w? =1, donc g(w)? =1 et g(w) est une racine de I'unité.

Les automorphismes de G sont donc de la forme g;(w) = w* (avec i # 0) et on vérifie facilement que ce
sont bien des automorphismes. On a donc

Gz{gi:wHwi|ie[[1,p—1]]}.

On pose
p: &7 (Z/pZ)*

9i ?

1. Le théoréme de Pierre-Laurent Wantzel, énoncé en 1837, donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un nombre soit
constructible & la régle et au compas : il faut et il suffit que ce nombre appartienne a une extension de Q qui soit le terme d’une
suite d’extensions quadratiques.

Pour le montrer, il suffit de voir que les points constructibles sont des intersections de cercles et droites, donc des racines de
polyndémes de degré 2. Les nombres constructibles sont donc dans des tours d’extensions quadratiques.

Adrien LAURENT 91 ENS Rennes - Université de Rennes 1



CHAPITRE 29. POLYGONES REGULIERS CONSTRUCTIBLES

Alors
©(gi 0 g5) = ¢(gi5) = ij = ¢(9:)(9;),

donc ¢ est un isomorphisme de groupes. G est donc un groupe cyclique (C’est le résultat le plus im-
portant de cette preuve.).

e Désormais, g désignera un générateur de G.
Pour i € [[0,n], on note K; = Ker (921 - id) ; ¢’est un sous-corps de Q(w).

i i\ 2
De plus, Vi € [[0,n — 1], ¢° o (92 ) implique K; € K;41.
e Montrons que Ko = Q. _
Les (w?)1<j<p—1 forment une Q-base de Q(w), donc (gl(w))o<i<;W2 est une Q-base de Q(w).

Soit a € Ky, Jag, ... ,ap—2 € Q,
a=apw + ... + ap_2g” *(w),

mais
a=g(a) = ap_ow + apg(w) + ... + ap—19° *(w).

Il vient ag = a1 = ... = a,—2, donc
a=ap(w+ ...+ g" *(w)) = —ap € Q.

Donc Ky = Q.

e Montrons que K; est une extension quadratique de K; ;.

on—i_1 )
Pour montrer que Vi € [[0,n — 1]], K; # K;_1, on consideére 1'élément b = Z g% (w).
k=0

Ona:

) gn—i_1 ) gn—i_1 v gn—i_1 .

o= 3 W= Y P W@ = Y ¢ @ rw=b
k=0 k=1 k=1
Donc b € K;.
Puis
- 2’77,7’!:_1 ) -
)= D T (W) b
k=0

7 7 . . I— , . i
car on a décalé tous les indices de 20 1; les coordonnées de b dans la famille des ¢*2" ne sont que des
zéros.

On en déduit alors qu’on a la suite d’extensions :

QzKogKlg...cianQ(w).

n—1
Mais 2" = [Q(w) : Q] = [ | [Kis1 : Ki].
=0 T/

Ainsi, Vi € [0,n — 1], [Kiz1 : K] = 2.

e Conclusion
Par le théoréme de Wantzel, tous les éléments de Q(w) sont donc constructibles.ﬂ

O]
— Soit n > 3, alors P,, est constructible ssi P, est constructible.
— Soit n, m > 3 sont premiers entre eux, alors P,,,, est constructible ssi P,, et P,, le sont.
L2 - 2 +w ! 2 . . R
2. Pour revenir a cos—7r7 il suffit d’écrire cos ol ; € Q(w), donc cos—ﬂ est constructible. En fait, on a méme
p

2
Kn1=Q (cos l)
p
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CHAPITRE 29. POLYGONES REGULIERS CONSTRUCTIBLES

Démonstration. e Si Py, est construit, on prend un point sur deux et on obtient les sommets de P,,.
Réciproquement, si on a P,,, on trouve le centre du polygone en construisant les médiatrices des cotés, puis on
cherche les intersections du cercle circonscrit avec les médiatrices de chaque c6té. Cela donne les sommets de

PZn .
2T 2 2

e Si P, et P, sont construits, on trouve une relation de Bézout un +vm = 1, ce qui donne — = u— +v—.
n m n

m
11 suffit de reporter u fois le premier angle et v fois le deuxiéme pour obtenir I’angle voulu. (On reporte juste u
T
fois le coté associé a ’angle — sur le cercle, puis v fois 'autre et on aura alors le coté associé a ’angle voulu,

donc un des cotés de Ppp.)
Réciproquement, si P,,,, est construit, on ignore m — 1 sommets consécutifs sur m pour obtenir P,, et vice versa
pour Py,. O

[Théoréme (Gauss—Wantzel).]

Les seuls polygones réguliers a n cotés constructibles sont ceux pour lesquelles n est de la forme
n = 2""py...pr avec m € N et p; des nombres premiers de Fermat distincts.

Remarques : o C’est beau!

e Les seuls nombres premiers de Fermat connus a ce jour sont 3, 5, 17, 257, 65537. Il a été montré qu’il était
tres probable que ce soit les seuls.

e Pour faire ce développement, il faut savoir reprouver que Q(w) est un Q espace vectoriel de dimension
p—1 = (p). Il faut aussi savoir reprouver que (w,...,w? ') en forme une base.

11 faut faire attention a prendre comme exemple non trivial le plus simple Q(5). Pour Q(7), ¢a ne marche pas
car i est une racine quatrieme de 1'unité et 4 n’est pas premier !

Adapté du travail de Florian Lemonnier.
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Chapitre 30

Polynomes irréductibles de I,

Références : Francinou, Gianella, Fxercices de mathématiques pour l’agrégation - Algébre 1, 5.10 et 3.11

Théoréme.

Soit n € N*, on note A(n,q) I'ensemble des polynomes irréductibles unitaires de degré n de F,[X]
et I(n,q) le cardinal de A(n,q), alors

—x"-x=J] [I P

d|n PeA(d,q)

1 n
= L)
(n,q) n%u 2)a

— On a léquivalent I(n,q) ~ q—,

n

— 1l existe des polynémes irréductibles de tout degré sur IF,.

Démonstration. e Soit d un diviseur de n, P € A(d,q) et = une racine de P dans Fy, alors [Fy(z) : Fy] = d et
donc Fy(z) est isomorphe & F a. En particulier, x est racine de X @ _ X car F,a est le corps de décomposition
de ce polynéme. Or X' — X|X9" — X car d|n, donc z est racine de X" — X.
Les polynoémes irréductibles étant a racines simples sur Fy, on a P|X X .
Par décomposition en irréductibles, on a donc H H P|X " _ X,

d|n PeA(d,q)

e Soit P un diviseur irréductible unitaire de X?" — X, on note d son degré et on choisit x une de ses racines
sur Fyn (ot P est scindé). Alors on a la tour d’extensions de corps F, < F,(z) c Fyn, donc par le théoréme de

d
1. En effet, on sait que X9 — X est a racines simples, et si z en est une racine, alors
n dyh degdyg—1 dyi—1
d d d
24" = @) d _ 2a%(@%) — @) - =2

2. On utilise le résultat suivant :

Si K est un corps fini ou de caractéristique nulle, et si P € K[X] est un polynéme irréductible, alors P est & racines
simples dans la cloture algébrique K de K.

Démonstration. Si P a une racine double a, alors P = (X —a)?Q, donc X —a|P’ et X —a|P A P, donc comme P est irréductible
et PAP'|P,ona P =0.

Si K est de caractéristique nulle, cela implique P = cste, ce qui est absurde.

Si K est de caractéristique p, alors P = R(XP?). Or si K est fini, le Frobenius est un automorphisme et P = Ro(X)P (en changeant
les coefficients avec le Frobenius), ce qui est absurde.

O

En fait, on vient de prouver que les corps finis et les corps de caractéristique nulle sont parfaits, cad que toutes leurs extensions
sont séparables. On peut trouver un théoréme plus général dans le Calais a la page 44.

I1 est bon de savoir que c’est faux en général si K est un corps infini de caractéristique p non nulle. Par exemple, P(T) = T? — X

est irréductible sur le corps Fp(X) par un argument de degré. Mais si on prend une racine o dans une extension, alors X = o et
P(T)=T? —aP = (T — a)P.
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CHAPITRE 30. POLYNOMES IRREDUCTIBLES DE Fo

la base télescopique : [Fyn : Fy(z)][Fy(x) : Fy] = [Fgn : Fq] = n. Donc d = [Fy(x) : Fqlin.

De plus, comme X 4" _ X est A racines simples, chaque facteur irréductible, n’apparait qu’une fois.

On en déduit donc que H H P = X7 — X car notre décomposition contient bien tous les polynoémes
d|n PeA(d,q)

irréductibles (car il faut d|n et chacun d’eux n’apparait qu’une fois) et de plus les membres des deux cotés sont

unitaires.

e En regardant les degrés dans ’égalité précédente, on voit que ¢" = Z dI(d,q). On a besoin de la formule
d|n
d’inversion de Md&bius pour poursuivre.lﬂ

[Lemme (Premiére formule d’inversion de Mébius).]

Soit f: N* > Ret g:neN*— > f(d), alors
d|n

=1, fm) = Y (%) o) = Y u@g (5)-

d|n dln

. . N . n
Démonstration. On passe d’'une somme 3 l'autre en posant le changement de variable d’ = 7 dans la somme.

Prouvons donc f(n) = Zu(d)g (%)

dln
— Soit k = p{*...p" avec r > 0, alorsZ,u(d) = ,u(l)—i-z Z (pryy-o-Dy,) = 1—1—2 Z (=1
d‘k =11y <...<v;<€r =1 1<y <. <y €
M (-1) (T) —(1-1)"=0.
i=0 L
n . n
— On a Zu(d)g (E) = Zu(d) Z f(d) = Z u(d) f(d') = Z f(d) Z w(d). Or on a vu que si e 1,
dn dn e dd'|n d'|n -z

a’

alors Z u(d) = 0, donc Zu(d)g (g) = f(n)Z,u(d) = f(n). O
alz

dn d1

1
e Ceci étant fait, on a I(n,q) = — Z 1 <E> ¢?. Puis pour I’équivalent, on pose r, = Z I (E) q?, alors
" d|n d d|n,d#n d

3] L2 ]+1

q 2
|rn| < Z qd =
d=1

| &[+1 n o
Kl donc |r,| = o(¢"). Ainsi, comme I(n,q) = ¢ T

. . n 7 .
En particulier, |r,| < , on a I’équivalent voulu.

e On a vu que Z q? < ¢". Donc I(n,q) > 0.
d|n,d#n
Cela donne 'existence de polynomes irréductibles de tout degré. O

Corollaire.

Toute extension de degré fini sur I, est une extension simple, normale et séparable.

Démonstration. e Une extension est simple si elle peut s’écrire sous la forme Fy(x).

Soit K une extension de degré fini de IF,. Par unicité des corps finis, si n est le degré de K, alors K = Fy». Comme
il existe des polynomes irréductibles de tout degré, Fy» est un corps de rupture d’un polynéme irréductible de
degré n sur F,. Cela prouve le résultat.

3. On rappelle que la fonction de Mobius est définie par p(n) = 0 si n a un facteur irréductible carré, et p(n) = (—1)" si
n = pi...pr avec les p; tous distincts et irréductibles.
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CHAPITRE 30. POLYNOMES IRREDUCTIBLES DE Fo

e Une extension est normale si tout polynéme irréductible de I, admettant une racine dans cette extension
est scindé.
Soit P un tel polynéme et = une telle racine. Notons n le degré de P. Alors la formule du théoréme montre que
P est scindé sur Fyn. Or Fy(x) est un sous-corps de Fgn de degré n. Donc Fy(z) = Fgn et Pextension est normale.

e Une extension K est séparable si le polynéme minimal sur F, de tout élément o de K n’a que des racines
simples dans un corps de décomposition.

On a vu que F, est parfait. Donc toute extension de Iy est séparable. O
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Chapitre 31

Quelques ordres moyens

Références : Tenenbaum, Introduction a la théorie analytique et probabiliste des nombres, p 40-41

Un ordre moyen d’une fonction arithmétique f : N — R (une suite numérique donc) toute fonction élémen-
taire de variable réelle g telle que
D f)~ > gn).

1<n<a 1<n<zx

On va chercher quelques développements asymptotiques de ces sommes partielles et en déduire des ordres
moyens.
On étudiera les fonctions

o(n) = Z d et o(n).

d|n

Dans toute la suite, quand cela s’avérera nécessaire, on notera @, un O uniforme en x. Ainsi on pourra permuter
sommations et O.

Théoreme.

2
T
Un ordre moyen de o est x — ﬁx et on a

7r2
>l on) = ﬁ:ﬁ + O(z In(z)).

n<T

Démonstration. On réécrit les sommations pour commencer.

3ot = 3 D

n<x n<x d|n

I
g
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CHAPITRE 31. QUELQUES ORDRES MOYENS

~ Lemme. |

On a

et

\ J

Démonstration. Soit m > 1, alors

Donc

* 1 1 1 1
dt = <Y< mit-o
‘flmj"‘l t2 lZCJ + 1 Z m2 lzJ t2 li

1 2 1 2 1
3 —2=%+0<—) =%+0(—).
=om |z x
Puis le développement de la série harmonique donne

2 % = In(|z]) + O(1) = In(|z]) + O(1).

Il vient

Or
In(|]) = In(z + Ou(1)) = In(z) + In (1 +0, (é)) — In(2) + O, (é) — In(z) + O(1)
d’ou le résultat. O
On a alors o )
ot =2 (% +0 (i)) +O(wn() = Ta? + O n(x).

~ Théoréme. N

2
™
Un ordre moyen de ¢ est z +— Ex et on a

S o(n) = %qﬁ + Oz In(z)).

n<x

\ J

Démonstration. On utilise la formule d’inversion de Moébius appliquée a n = Z »(d), cela donne
d|n

I
g
=
]
3
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wd .,

La question est : que vaut Z

d<z

d 1
La somme 2 M(2) converge absolument, ainsi que Z —, et ona

S d>1
w(d) 1 51
(240 (Z) - Sz -1
=1 k=1 =1"" dn
cette derniére égalité venant de Z wu(d) =6p1.
d|n
On a donc () () () 6 . 6 )
u 7 7

-y -y - S0 Y gm0 ()

d<z dz=1 d>x d>x
D’ou 3 3

> e(n) = ﬁﬁ + O(z) + O(zIn(z)) = ;:ﬂ + O(z In(x)).

O

Remarques : e On peut rajouter la preuve de l'inversion de Moebius comme ce développement est un peu
court.
e Les ordres moyens sont souvent les renseignements les plus simples & déterminer sur une fonction arithmétique.
e On peut aussi trouver un ordre moyen de 7(n) = Z 1:c’est 2 — In(z) + 2y — 1. On a méme

d|n

> 7(n) = z(In(z) + 2y — 1) + O(V).

n<T

C’est aussi dans le Tenenbaum, il faut démontrer le lemme de ’hyperbole mais cela ne pose pas de difficulté.

Sur une idée d’Alexandre Bailleul.
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Chapitre 32

Réduction des endomorphismes
normaux

Références : Gourdon, Les maths en téte - Algébre, p260
http://mp.cpgedupuydelome.fr/ (pour le lemme pratique)
Francinou, Gianella, Nicolas, Orauz X-ENS - Algébre 3, p65 (pour I'exponentielle)

Théoréme.

Soit E un espace euclidien et u € £(FE) un endomorphisme normal, alors il existe une base orthonor-
mée B de E dans laquelle

A

a; —b

matg(u) = avec \; e Ret 7; = (b j) e M3(R).
¥y @

T1

Ts

On commence par énoncer le lemme fondamental (amélioré) qui fait tout marcher!

e Soit u € L(E) normal et F' un sous-espace vectoriel de F stable par u, alors F' est stable par u™* et
F* est stable par u et u*.
e Si u est normal, alors pour tout sous espace F' stable par u, up est normal.

Démonstration. Je reprends une preuve assez intuitive trouvée a l’adresse suivante : http://mp. cpgedupuydelome.
fr/document.php?doc=Fiche’,20-7%20R%C3%A9duction’20des20endomorphismes’,20normaux. txt.
On écrit la matrice de v dans une base orthonormée adaptée a la décomposition E = F @ F*. Elle est de la

forme (gl g) Le fait que F* est stable par u* est trivial : il suffit de regarder la transposée. Le but est donc

de montrer que B = 0.

u est normal, donc *AA = A*A + B*B. En passant a la trace, on trouve Tr(*BB) = 0. Or (M, N) — Tr(*MN)
est un produit scalaire, donc ici on a |B| = 0, donc B = 0.

On a ainsi F'' est stable pour u, et donc stable pour u*.

Pour le deuxieéme point, on reprend les calculs et on s’apercoit que *AA = A*A, donc u|p est normal. O

Démonstration. On va faire une récurrence sur n la dimension de E.
Pour n = 1, le résultat est évident.
Soit n = 2, supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n.
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CHAPITRE 32. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX

Cas 1 : wu admet une valeur propre réelle A.
L’espace E) est de dimension supérieure ou égale a 1 et est stable par u. Donc EAL est stable par u donc y Bt

est normal. Tl existe donc par hypothése de récurrence (comme dim(FEy) < n) une base orthonormée By dans
laquelle la matrice de pL est jolie. On prend n’importe quelle base orthonormée B; de E)y et on a u de la

forme voulue dans la base B = (B, Bz).

Cas 2 : wu n’a aucune valeur propre réelle.
Soit @ = X% + aX + f un diviseur irréductible de x,, on pose N = ker(Q(u)).

e On a N # {0}. En effet, @ = (X — A\)(X — A). Donc comme \ est une valeur propre complexe de u, on a
det(u — Mid) = 0. Dot il vient det(Q(u)) = 0. Donc N # {0}.

e Soit x € N, on pose F' = Vectg(z, u(z)). Comme u n’a pas de valeurs propres réelles, dim(F') = 2. De plus,
F est stable par u car u(z) € F et u(u(z)) = —au(z) — fx € F car x € N = Ker(Q(u)).
On peut donc définir u|r et c’est un endomorphisme normal.

e On se donne une base orthonormale B; de F. On note (Z Z) la matrice de ujp dans cette base.

La condition |z normal implique a’?+b> =a®>+ 2 et ab+ cd = ac + bd. Donc b = +ec.

Si b = ¢, le polynéme caractéristique est x(X) = X% —(a+d) X +ad—b* et son discriminant est A = (a—d)*+4b>.
A est positif donc on a au moins une valeur propre réelle pour uz, donc pour u, ce qui est absurde.

Donc b = —c.

La deuxiéme égalité donne (a — d)b = 0. Si b = 0, la matrice est diagonale, donc on a une valeur propre réelle.

. b
Donc b # 0 et a = d. La matrice de ujp est donc de la forme 7 = (_ab a)'
e Conclusion :
On prend une base orthonormée By mettant u|p. sous la forme voulue. Puis en concaténant By et Bz, on obtient
une base orthonormée dans laquelle la matrice de u est sous la forme demandée.
Ainsi la récurrence est prouvée. O

Remarque : ¢ On peut appliquer ce théoréme pour prouver les théoremes de réduction des matrices ortho-
gonales, antisymétriques et symétriques (théoréme spectral). On en applique deux d’un coup juste apres!

Et maintenant, une petite application sympa dont on fait la démonstration rapidement si on a le temps.

Corollaire.

La fonction exponentielle exp : A, (R) — SO, (R) est surjective.

Démonstration. » Pour montrer qu’elle est définie, prenons A € A, (R), on a “exp(A4) = exp(*4) = exp(—A4) =
exp(A)™!, donc exp(4) € O, (R).
Puis det(exp(A)) = exp(Tr(A)) = exp(0) = 1 donc exp(A4) € SO, (R).

1
. _ 1 _ (cos(0;) —sin(6;) R
e Soit M = Ro, € SO, (R) avec Ry, = <sin(0,;) cos(0;) (quitte & mettre des
Ry,
blocs R, pour le nombre pair de -1.
0
0 0 -1 .
Alors on a M = exp(B) avec B = 0.7 € A, (R) avec J = 1 0 ) 11 suffit mainte-
1
0sJ

nant d’observer la compatibilité de I’exponentielle avec le changement de base pour conclure. O
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Remarque : on voit alors que A, (R) est 'algebre de Lie associé au groupe de Lie SO, (R).
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Chapitre 33

Simplicité de SO3(R)

Références : Caldero, Germoni, Histoires hédonistes de groupes et de géométrie, p237

On va commencer par prouver quelques propriétés sur SO,,(R) que l'on utilisera dans la suite pour prouver
la simplicité de SO3(R). On conclura sur ’éventuelle simplicité des autres groupes spéciaux orthogonaux.

Théoréme.

SO, (R) est compact et connexe (par arcs).

Démonstration. 1) On définit 'application ¢ qui & M € M, (R) associe "M M. Elle est continue car chacune

-1
des composantes est un polynome en les coefficients de la matrice en entrée. Donc SO, (R) = ¢~ {I,} n det{1}
est fermé.

D’autre part, on prend la norme liée au produit scalaire (4, B) = Tr(*AB) sur l'espace des matrices et on
remarque que |[M| = /Tr(*MM) = /n pour M € SO, (R). Donc SO, (R) est borné (pour toute norme car
elles sont équivalentes).

Comme on est en dimension finie, SO, (R) est compact.

2) Continuons avec la connexité. Soit M € SO, (R), on va créer un chemin continu liant M & I,,. Ainsi on
pourra relier deux matrices par un chemin continu en passant par ’identité.
Le théoreme de réduction donne 'existence d’une matrice P € O, (R) telle que

I,
o (6) —sin(6)
_ Ry " _ (cos —sin
M =P 1 ' P avec Ry <sin(0) cos(0) )
Ry,
I,
Rtw
On pose alors pour t € [0, 1], N(t) = Rix
Rt61
Ryp,

Ainsi y(t) := PN(t)' P est une application continue de [0, 1] dans SO,,(R) qui relie M & I,. O

On peut maintenant prouver le théoréme suivant.

Théoréme.

SO3(R) est un groupe simple.
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CHAPITRE 33. SIMPLICITE DE SOs(R)

Démonstration. Soit H<SO3(R) non trivial, il nous faut montrer que H = SO3(R). On admet que les retourne-
ments engendrent SO3(R). Ceux-ci sont conjugués dans SO3(R) (donc 'ensemble des retournements est stable
par automorphisme intérieur). On en déduit que si H contient un retournement, comme il est distingué, il les
contient tous et donc H = SO3(R).

e Pourquoi les retournements sont-ils conjugués ?
Soient 7p et rps deux retournements de droites respectives D et D’. On choisit d et d’ deux vecteurs unitaires
engendrant chacun leur droite associée. On peut ensuite trouver une base orthonormée de Dt : (e, es) (et
de méme on peut trouver (¢}, e)) base de D'). Finalement on obtient deux bases orthonormées (d, ey, es) et
(d', €}, e,). La matrice de passage de I'une a lautre est donc orthogonale. Quitte a poser d” = —d’, on a une
matrice de passage de déterminant 1, donc dans SO3(R).

¢ Pourquoi les retournement engendrent-ils SO3(R) ?
C’est une conséquence du théoreme de Cartan—Dieudonnélﬂ Ce théoréme affirme que le groupe O, (R) est en-
gendré par les réflexions. Un élément u € SO3(R) est donc le produits d’un nombre pair de réflexions (pair car
son déterminant est 1). On peut toutes les multiplier par (—1). Or si 7 est une réflexion, alors —7 est un retour-
nement (il suffit de diagonaliser les matrice pour s’en rendre compte). Donc u est un produit de retournements.

e Pourquoi H contient-il un retournement ?

Soit h € H non trivial, on pose ¢ : SOS(R; : H’ir(ghg_lh_l) .
— ¢(I3) = 3 donc 3 € Im(o),

— SO3(R) est connexe donc ¢(SO3(R)) est un intervalle contenant 3,

— SO3(R) est compact donc ¢(SO3(R)) = [a,b] avec a < 3 < b,

— la trace d’un élément de SO3(R) est de la forme 1 + 2cos(#), donc ¢(SO3(R)) = [a, 3] avec a € [—1,3].

Supposons que a = 3, alors Yg € SO3(R), ghg 'h~! = I3 (le théoréme de réduction donne qu’il y a une unique
matrice de SO3(R) de trace 3). Donc h € Z(SO3(R)) = I3|°} C’est absurde!

Donc a < 3, donc il existe n € N* tel que a < 1 + 2cos (E) < 3 (car 3 = lim 1+ 2cos (I)) On note g,
n n

n—o0
tel que ¢(gn) = 1 + 2cos (z) Alors h,, := gnhg;lh_1 € H (car h=e H et gnhg;1 € H car H est distingué)
n
et est une rotation d’angle iz.
n

Donc h;, est dans H et est une rotation d’angle 7, donc un retournement. O

Remarque : qu’en est-il des autres groupes spéciaux orthogonaux ?

Si n est pair, < I, > <SO,(R) donc SO, (R) n’est pas simple. On pose ainsi naturellement les groupes
[ SO,(R)/ < %I, > sin est pair

PSO.(R) = { SO, (R) sin est impair °

On peut alors montrer que PSO,,(R) est simple pour n = 3 et n = 5. C’est faux pour n = 4 car PSO4(R) ~

SO3(R) x SO5(R) (en le faisant agir sur les quaternions, fait dans H2G2). Pour n = 2, SO2(R) est abélien donc

PSO5(R) aussi; en particulier, il n’est pas simple.

e Pour prouver les cas de simplicité de PSO,,(R), on utilise le méme type de démonstration que celle vue ici.

On se raméne méme a la simplicité de SO3(R). Pas mal comme application tout de méme, non ?

1. A ce sujet on pourra lire http://florian.bouguet.free.fr/doc/developpements/cartan_dieudonne.pdf.

2. En effet, soit u € Z(SO3(R)), alors pour toute droite D de l'espace, si on note rp le retournement de droite D, on a
rp =urpu_ ! = Tu(D)- On en déduit D = u(D) pour toute droite D de l’espace. C’est un exo de sup classique de montrer qu’alors,
u est une homothétie. Il n’y a qu’une homothétie dans SO3(R), c’est I'identité.
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Chapitre 34

Solution élémentaire de I’équation de
Schrodinger

Références : Bony, Cours d’analyse - Théorie des distributions et analyse de Fourier, p 187-189 + p 150
Zuily, Eléments de distributions et d’équations aux dérivées partielles, p 115 + p 108-109

Théoréme.

L’équation de Schrodinger posseéde une solution élémentaire tempérée a support dans {¢t = 0}. Il
s’agit de la distribution £ donnée par :

—inm * 1 illz)|?
Voe S(RxR™), (E,py=ce /4J; ({2 <f el Mtga(t,x)dx) dt.

Démonstration. e Analyse

Supposons que FE soit solution de
O E —iALE = d.

On applique la transformée de Fourier partielle a cette équation pour obtenir
OFE +i|x|* E = b.
Explicitons 5~0 :

(Bor ) = (Gor By = 3(0,0) = f (0, 2)dz.

n

On est tenté de poser comme solution
E=F! (H(t)e‘“”fuz) .

Ainsi le H permettra d’obtenir le dirac en dérivant avec la formule des sauts et ’exponentielle vérifiera I’équation.

e Synthese
Posons E comme précédemment. On a alors pour ¢ € S(R x R™),

(OE —iDE, By = (0E +i|z|* E, )
= (B, =0 +i|z|* )

e
_ f f eI (—up(t,2) + i o] ol ) ) dtd
n JO
it |2 o0
=J [—e_Z Izl gp(t,cr;)]o dz

= f i (0, x)dx
= <50a &>
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CHAPITRE 34. SOLUTION ELEMENTAIRE DE L’EQUATION DE SCHRODINGER

On a donc bien, comme la transformée de Fourier partielle est une bijection sur S EL
O E —iALE = d.

e Explicitons la distribution E.
On a posé
E = H(t)e el

Donc en appliquant la transformée de Fourier, on a

E= (%)nﬂ(t)ﬁ (e—“"f\l?) .

On a a présent besoin d’un lemme.

On a pour t € RT*,

= (e—z‘tW) — (\/776—121)" AL

Si on a ce lemme, alors

Or pour ¢ € S(R x R"), on a
(E,p) =<{E, ¢
—inT * 1 ilol?
e /4L o <J eillel /4t<p(t’_x)dx> N

—inm * 1 illz)|?
=€ /4J;) W <f & ” ” /4t(p(t,x)dx> dt

H(t)
(4mt)2©

On en déduit donc le résultat :

s
VL el

E=E=

Passons a présent a la preuve du lemme.

Démonstration. On commence par fixer t.
. 2 -
La transformée de Fourier de T = e *I€I” est bien définie car c’est une fonction de L*, donc de S'.
Néanmoins, comme elle n’est pas dans S, on ne peut pas calculer simplement sa transformée de Fourier.
On se place & présent dans S(R"™) et S'(R").

On pose Ty = e Il e #tl€1° ¢ 5"(R™).
Soit ¢ € S(R™), alors par convergence dominée, on a

(T, ) = J e WP () e Je_””f”zw(f)dﬁ =T, ).

Donc T, — T dans S’. Comme la transformée de Fourier est continue, il vient FT, — FT dans S’.
Mais T, € S et la transformée de Fourier sur S’ n’est qu'un prolongement de celle sur S. On en déduit

FT. = J e—elel? =itlel —i(.8) g
]R'n.

n
= HJ e—(€+it)y2€—iﬂf;‘ydy
j=1R

1. On n’oublie surtout pas de le mettre dans le plan! Ce n’est pas une chose évidente !
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CHAPITRE 34. SOLUTION ELEMENTAIRE DE L’EQUATION DE SCHRODINGER

On sait que si z € RT*, alors
o2
J e~ ey = 7\/7?€*é.
R NE

En utilisant le théoreme d’holomorphie sous le signe intégrale, on montre que z — f e~V =i Ydy se prolonge
R

de maniére holomorphe sur (z) > 0. De méme, z — :/;e
z

en utilisant une bonne détermination du logarithme.
Par principe de prolongement analytique, comme elles coincident sur I’axe réel, on a

.b‘ 8
[ SN

se prolonge de maniére holomorphe sur ®(z) > 0

22
J- e*(E“rit)erfinydy — \/E 674(574]"”)-
R e+ it

Et enfin, il vient

n = 2
S VLI LT
e + it

2
[E3] )2

D’une part, \e + it — e'T+/t. D’autre part, e~ T=+® — e 1 dans S’ par convergence dominée (il suffit de
Pécrire).

On a donc bien le résultat attendu

Théoréme.

Si A € &'(R™) est telle qu’il existe une solution élémentaire E € D’'(R™), c’est A dire telle que A*E = §,
alors pour tout f € &'(R™), il existe au moins une solution & A *u = f.
De plus, il existe au plus une solution u € £'(R") et si elle existe, c’est E = f.

Démonstration. Comme les supports de A et f sont compacts, le produit de convolution suivant est défini et
on peut utiliser I'associativité :

Aw(Exf)=(AsE)«f=6sf=].

On a donc une solution définie par u = F « f.
De plus, si on a une solution u a support compact, alors comme les supports de u et A sont compacts, on peut
écrire
u=0su=(AxE)su=(E+xA)xu=E*(Axu)=FE=xf.
Cela donne 'unicité. O

Comme (0; —iA,)d est une distribution & support compact, et comme (0; — iA,)0 = u = Jyu — 1A u pour
u € D'(R™)[] on peut appliquer notre théoréme a I’équation de Schrédinger. On a ainsi pour tout f € £'(R™)
au moins une solution sur R™ &
Oru — iAzu = f.

De plus, 'unique solution a support compact - si elle existe - est E = f.

Remarques : e Attention! E n’est quasiment jamais a support compact! Ce n’est pas parce que u = F * f
est compact que nécessairement E acquiere aussi cette propriété.
e Il n’existe pas toujours de solution & support compact de A+u = f, par exemple si f = 4, alors nécessairement,
s’il existe une solution dans &', c’est E. Et on peut prouver que toute EDP & coefficients constants non tous
nuls posseéde une infinité de solutions élémentaires et qu’elles ne sont jamais a support compact des que 'ordre
de I’équation vaut au moins 1.
e Et le lien avec la physique, ou est-il 7
L’équation physique de Schrodinger est

Hvy = ihog).

2. Bony, p 144-145

Adrien LAURENT 107 ENS Rennes - Université de Rennes 1



CHAPITRE 34. SOLUTION ELEMENTAIRE DE L’EQUATION DE SCHRODINGER

1 est la fonction d’onde d’une particule libre. Sa norme au carré est la densité de probabilité de la position de
la particule.

~2

H est 'hamiltonien du systeme. Il vérifie H = % + V avec p la quantité de mouvement vectorielle et V' le
m

potentiel.

On peut démontrer que p = —ihV,. Ainsi, a potentiel nul, on a une équation similaire a celle étudiée :

oup — ihALp = 0.

Pour des détails supplémentaires, le lecteur peut (ou pas) regarder le Claude Cohen-Tannoudji et le Basdevant,
Dalibard, Joffre.

e Il n’est pas si clair que a ¢ fixé,
F (e—itnaﬁ) - F (e—itnaﬁ) _

Pour une fonction de S, c’est évident. Il suffit donc de passer la transformée de Fourier de ’autre c6té du crochet
et cela donne le résultat. (Merci a Léo Vivion pour cette remarque.)

e On peut appliquer le méme raisonnement (mais c’est plus simple) pour trouver une solution élémentaire de
I’équation de la chaleur. C’est la distribution

E(t, ) = H(t)(4mt) /e 11/t
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Chapitre 35

Sous-groupes finis de SO3(R)

Références : Ulmer, Théorie des groupes, p 138

Théoréme.

Si G est un sous-groupe fini non trivial du groupe SO3(R) des rotations de R?, alors G' est isomorphe
a Pun des groupes Z/mZ, Dy, Ag, S4 ou A5 (avec m = 2).

Démonstration. e Les éléments de G sont des rotations, donc tout élément de G \ {id} a une droite de points
fixes : 'axe de la rotation. On appelle poles ses deux intersections avec S?. On note X Iensemble des poles et
on montre facilement que G induit une action sur X.

En effet, si z € X est un pdle de g # id, alors pour h € G, h(x) est un pdle pour hgh™!, donc on a stabilité. Les
autres axiomes sont trivialement vérifiés.

On a 2 < |X| € 2(n—1) en notant n = |G| car G est non trivial et chaque g € G \ {id} a exactement deux
poles.

On note r le nombre d’orbites, alors la formule de Burnside donne

r= ﬁ (|Xid| + 3 |X9|> -2 <|X| £ 2) = (x| + 20— 1))

g#id i=1

1
L’encadrement précédent donne 2 < r < 4 (1 — > <4.Dou r € {2,3}.
n

1
e Supposons r = 2, il y a deux orbites X7 et X5. La formule des classes donne 2 = — (| X1 |+ | X3| +2(n — 1))
n

donc | X1| + | X2| = 2 et donc |X1| = |X2| = 1. Toutes les rotations de G ont donc le méme axe de rotation,

celui passant par les deux poles ainsi trouvés. On en déduit que G peut se voir comme un sous-groupe fini de
rotations de SO5(R). C’est donc un groupe cyclique[] et alors G >~ Z/nZ.

e Sir =3, on nomme X7, Xo, X3 les orbites et on note n; le cardinal du stabilisateur d’un représentant x;

de X;. Le pole x; est par définition laissé fixe par au moins un g # id donc n; > 2.
n 1 1

On suppose |X;| = |X2| = | X3], alors comme |X;| = —,ona — > — > —.
ng ni n2 n3

1
La formule de Burnside donne 3 = —(|X| + 2(n — 1)), donc |X| =n + 2.
n
En utilisant la formule des classes, il vient
1 1 1 2
—+—+— =14
ny Uup) ns n

3 2
Onadonc — >1+4+ — > 1, dotun; =2 car on a vu que n; = 2. On en déduit :
ny n

1 1 1 2
—+— =+
no N3 2 n

1. On considére ¢ le morphisme de groupes qui & une rotation dans SO2(R) d’angle 6 envoie e dans C*. Alors »(G) est un
sous groupe fini de C*. On sait alors que forcément ¢(G) = Uy, donc G est cyclique.

Adrien LAURENT 109 ENS Rennes - Université de Rennes 1
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2 1
Donc — > —
) 2

+— > - et ng € {2,3}.

3w

+ — > —. Comme n3 > ny = 3, on a ng € {3,4,5}.

) 1
et si ng = 3, alors — =
ns

On arrive donc a la disjonction de cas suivante :

Sing =2 onang=

YNGR
S

| =
| =

1.n1=2,ny=2,n3 = g et n = |G| est pair,
2. ny =2, n9 =n3 =3 et G est dordre 12,

3. ny=2,ns=23,n3=4et G est dordre 24,
4. ny =2, n9 =3, ng =5 et G est d’ordre 60.

— Cas 1:
Commen3=§>n2=2,onan>4.
Sin=4,G~Z/AZ ou G ~ Z)2Z x Z/2Z ~ Ds.
Dans lautre cas, on a |X3| = o 2. Il n’y a donc que deux poles v et —v dans X3 (car G, = G_, donc
n

|Orb(v)| = |Orb(—v)| = 2 et il n:?y a qu'une seule orbite de ce cardinal car n # 4). Le stabilisateur H de ces
deux poles est donc, par le méme raisonnement que pour 7 = 2, un groupe cyclique de rotations dans vt de
cardinal .

Puis comme X3 = {v, —v} est une orbite, il existe un élément o de G\ H qui envoie v sur —v. Nécessairement
c¢’est une rotation d’angle 7 d’axe inclus dans v. On dessine son axe dans le plan v et on rajoute le polygone
régulier donné par les rotations de H.

o agit comme une symétrie axiale dans le plan v,
On remarque donc que Dz < G et par un argument de cardinal, Dz >~ G.

at

Ty

Sur le dessin ci—dessusﬂ on peut mieux comprendre les deux cas précédents pour n = 6. On a un axe de
rotation privilégié v et un polygone régulier a 6 cotés dans le plan orthogonal a cet axe. Alors soit on considere
seulement les rotations {r*, k € [1,6]} de ce polygone et on a le groupe Z/nZ, soit on prend un sous polygone
régulier & 3 cotés (un triangle), et on n’a plus que 3 rotations mais on ajoute les symétries {r**o, k € [1, 3]}, ce
qui nous donne le groupe diédral Dz. X est le triangle bleu et X5 est le triangle formé par les 3 autres sommets
de ’hexagone.

— Cas 2 :
On rappelle que les seuls groupes d’ordre 12 sont & isomorphisme pres, Z/12Z, Z/27 x 7, /67, Dg, A4 et Dics.

2. Au passage, c’est probablement le dessin le plus moche de l'univers...

Adrien LAURENT 110 ENS Rennes - Université de Rennes 1



CHAPITRE 35. SOUS-GROUPES FINIS DE SO3(R)

Les éléments de G sont tous d’ordre un, deux ou trois car ils sont tous dans un stabilisateur. Il n’y a donc pas
d’élément d’ordre 6, ce qui écarte les trois premiers cas facilement.

De plus, Dicg a un élément d’ordre 4, donc il est aussi éliminé.

Ainsi G ~ Ay.

— Cas 3 :
Les éléments de G sont d’ordre 2, 3 ou 4. X5 a 8 éléments et pour v € X5, G, = G_,,, donc |Orb(v)| = |Orb(—v)].
Comme les orbites sont de cardinaux distincts, ces 8 pdles forment 4 axes de rotations qui sont donc d’ordre 3
(les rotations, pas les pdles). On a donc exactement quatre 3-Sylow/axes.
Comme les p-Sylow sont conjugués, on a une action transitive du groupe sur ces 3-Sylow par conjugaison, en
notant Xo = {£ P, =P, £ P53, + P} les axes de rotation :

. G g 84
7 g = (Gip, > gGipgt)
Alors soit g € Ker(p), alors gG4p,g~" = G4p, pour tout i.
Soit r € G4 p,, alors grg ™' (g(£P;)) = g(£P;). Donc grg™" est une rotation d’axe g(+P;) qui par hypothese est
aussi une rotation d’axe £P;. Donc g fixe quatre droites distinctes. g est donc 'identité.

— Cas 4:
As est 'unique groupe simple d’ordre 60, montrons donc que G est simple.
On rappelle que 60 = 22 x 3 x 5. Donc les 3-Sylow ont 3 éléments, les 5-Sylow ont 5 éléments et les 2-Sylow ont
4 éléments.
X, contient 30 poles d’ordre 2. Par cardinalité des orbites, il contient 15 axes de rotations d’ordre 2.
En itérant ce raisonnement, on a quinze éléments d’ordre 2, dix 3-Sylow et six 5-Sylow.

Supposons que G ait un sous-groupe distingué propre H.
Si 5||H|, par le théoréme de Cauchy, H contient un élément d’ordre 5, donc un 5-Sylow. Il les contient donc
tous car les 5-Sylow sont conjugués. Comme les 5-Sylow sont ici isomorphes & Z/5Z, ils sont d’intersection deux
a deux réduite a id (sinon ils seraient égaux car tout élément différent de id est générateur). On en déduit que
H a au moins 1 + 6 x 4 = 25 éléments, donc |H| = 30.
On remarque que 3|30 donc H contient un élément d’ordre 3. Donc H = G. Absurde.

Si 3|H, H contient au moins 1+ 10 x 2 = 21 éléments donc il est de cardinal 30. On a donc 5|H et on obtient
G=H.

H est donc soit de cardinal 2, soit de cardinal 4.
Si |H| =2, H = {0o) et comme H est distingué, Vg € G, gog~* = 0. Donc toutes les rotations de G ont méme
axe. C’est impossible car sinon il n’y aurait que deux orbites.
Si |H| =4, alors H est I'unique 2-Sylow (sinon il n’est pas distingué).
Tout élément d’ordre 2 est dans un 2-Sylow, car sinon le sous groupe d’ordre 2 engendré par cet élément serait
maximal pour l'inclusion et serait donc un 2-Sylow. Or il y a 15 éléments d’ordre 2, donc il ne peut y avoir un
unique 2-Sylow. O

Remarques : e Si on se donne un polyedre régulier, on peut étudier les isométries positives de sa sphere
circonscrite conservant les sommets du polyedre (les isométries propres). Celles-ci forment des sous-groupes
finis de SO3(R). Les groupes d’isométries positives des solides de Platon sont :

— Ay pour le tétraedre,

— &4 pour le cube et I'octaedre,

— As pour le dodécaedre et 'icosaedre.
Les polyedres réguliers ayant le méme groupe d’isométries sont en fait duaux, c’est a dire qu’en prenant un
couple de tels polyedres, si on relie les centres des faces de 'un, on obtient I'autre. On voit vite cette propriété
avec le tétraedre qui est son propre dual, et avec le cube qui engendre un octaédre comme dual.
e Le groupe d’isométries de 'octaedre est Sy, pourtant par les deux premiers cas vus précédemment, on a vu
que lon pouvait faire agir des groupes d’isométries isomorphes & Z/4Z ou Dy sur les sommets de 1'octagdre.
C’est logique car ces deux groupes s’injectent dans &4 : un 4-cycle engendre un sous-groupe cyclique d’ordre
4 de Sy et Dy >~ Z/27Z x Z/27 peut étre vu comme le sous-groupe de Sy engendré par deux transpositions a
supports disjoints.
e Ce développement est trop long, il vaut mieux s’arréter au cas 3 et faire quelques dessins de polyedres ensuite
pour conclure.
e En fait, cette classification marche de la méme maniére pour les sous-groupes finis de PGLs(C). Clest le
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théoreme de Dickson. On peut trouver des éléments de réponse a ce sujet sur la page de Matthieu Romagny :
https://perso.univ-rennesl.fr/matthieu.romagny/agreg/exo/ss_gr_finis_PGL2.pdf.
e Ces sous-groupes finis ne sont pas distingués car SO3(R) est simple.
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Chapitre 36

Table de S,

Références : Rauch, Les groupes finis et leurs représentations, 4.4

Nous allons déterminer la table de caractére de Sy.

Tout d’abord, on sait qu’il y a cinq classes de conjugaison dans Sy, qui correspondent aux types de la per-
mutation. Ainsi, il y a la classe uniquement composée de 1'identité, la classe comprenant les 6 transpositions,
celle comprenant les 8 3-cycles, celles comprenant les 6 4-cycles et enfin celle comprenant les 3 doubles transpo-
sitions.lﬂ Il y a donc 5 caracteres irréductibles. On connait maintenant la taille de la table de caracteres de Sy.

e Caracteres irréductibles de degré 1 :

On connait deux représentations irréductibles de degré 1 : la représentation triviale 1 et la signature €. On
peut remplir les deux premieéres lignes de la table :

SST1] 6 8 6 3

Id | (12) | (123) | (1234) | (12)(34)
1] 1] 1 1 1 1
e | 1] -1 1 1 1

e Premier caractére irréductible de degré 3 :

On va donner une interprétation géométrique de la représentation associée. Soit T un tétraedre régulier de
lespace euclidien, centré en lorigine. On note (e1, o, e3, e4) ses sommets. On note Is(T') le groupe des isométries
du tétraedre. On a alors I'isomorphisme suivant :

p:84 —Is(T)
c —u: T —->T
€; '_)ea(i)

Pour montrer que ¢ est définie, il suffit de la définir pour les transpositions et de la prolonger par morphisme
de groupe. On voit alors ¢((12)) comme la symétrie par rapport a I'hyperplan passant par es, e4 et le milieu
du segment [eq, es].
 est injective car un élément de son noyau fixe un repere affine, donc est l'identité, et elle est surjective par
construction.]

En pratique, on n’utilise pas que ¢ est un isomorphisme mais c’est joli donc on le dit quand méme !

Comme Is(T) — O(C?) c GL(C?), ¢ induit une représentation de degré 3 de S;. On note x3 le caractére
associé : Vo € Sy, x3(0) = Tr(p(o)). On calcule alors, dans la base (ej, eq,e3) (sachant ey = —e; —eg —e3) :

1. On les compte & l'oral en utilisant les arguments de combinatoire classiques : on a un point fixe a choisir parmi 4 éléments,
etc...
2. Pendant la préparation, on fait un tétraedre en papier brouillon, et on fait ce morceau de la preuve dessus en le montrant au

jury.
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S
—~
—
N}
~
|
o = O
o O =
o

S
~
—
[N}
w
=
[l
O = O
= o O
o

00 —1
p(1234) = (1 0 —1
01 -1

P(12)34) = [1 0 -1

x3((12)(34)) = -1

On vérifie que x3 est irréductible en calculant :

Goxw = 157 3 Dol = 378463 1246 x (1) 43 x (~1)?) = 1

0'684

On peut alors compléter une ligne supplémentaire de la tableE| :

Si[1] 6 8 6 3
Id | (12) | (123) | (1234) | (12)(34)
1 1] 1 1 1 1
e | 1] -1 1 -1 1
Xs | 3 | 1 0 1 1

e Second caractere irréductible de degré 3 :

Sy est aussi isomorphe au groupe Is™(C) des isométries positives du cube.
En effet, on sait qu'une grande diagonale du cube est envoyée par une isométrie positive du cube sur une autre
grande diagonale (car les isométries préservent les distances). L’action de I's*(C) sur les quatre grandes diago-
nales induit un morphisme f : Is*(C) — Sy.
La rotation d’axe joignant les centres de deux arétes opposées et d’angle m permute deux diagonales, laisse
invariantes les deux autres. On a donc toutes les transpositions dans Im(f), donc f est surjective.
Ensuite, si une isométrie du cube u laisse globalement invariante chaque grande diagonale, chaque sommet du
cube est donc invariant ou envoyé sur son opposé. On montre que si un sommet est envoyé sur son opposé, alors
tous les sommets le sont (sinon on ne conserve pas les distances), et que la seule isométrie ayant cette propriété
est la symétrie par rapport au centre du cube, donc une isométrie négative. f est donc injective, et finalement
bijective.

Il existe donc un isomorphisme 1 de Sy dans Is™(C). Comme Is*(C) < SO(C?) c GL(C?), ¢ induit une
représentation sur Sy, dont le caractere sera noté x;.

3. On peut aussi définir le caractére x3 comme celui attaché a la représentation standard de Sy, qui est irréductible. On a alors :
Yo € S4,x3(0) = (nombre de points fixes de o) — 1. C’est plus rapide !
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Pour tout o dans Sy, ¥(o) est donc une rotation, dont on connait la trace : Tr(i(0)) = X;(a) =142 cos(?),

(12)34)
angle 7
1
\ o | (4
3

O (1234)

>.
1
e
angle 7

(234)
D,

ou k désigne l'ordre de O’ﬂ

angle 7

-

angle 27”

On calcule alors : 5
X'3(12) =1+ 2COS(§) =—1

! 2
x3(123) =1+ 2(:05(%) -0
! 2m
x3(1234) =1+ QCOS(Z) =1
g 2
x3((12)(34)) =1+ 2COS(§) - -1
On vérifie que X;) est irréductible en calculant :

’ ’ 1 ! 1
X3 X3) = S 2 a(@)P = (B2 +6x (=12 +6 x 12 +3 x (=1)*) =1

o€S,y

On peut maintenant compléter une nouvelle ligne de la tableﬂ :

4. Si r est une rotation d’ordre k, il existe un réel € et une base orthonormée dans laquelle r s’écrit : ( 0 1

sind  cos@
Puis comme on a un isomorphisme de groupes, ’ordre de la permutation et de la rotation associée sont les mémes.

_ s 2
(cos@ s 9). Comme R} = Ry, on déduit 0 = . mod 2.
5. On peut voir la représentation i comme Hom(yp, €). On a alors x; = ex3. Le calcul de (x;, xi;) donne {x3,x3) qui vaut 1.

Encore une fois, cette méthode est plus rapide!

Adrien LAURENT 115 ENS Rennes - Université de Rennes 1



CHAPITRE 36. TABLE DE S,

Sy 1 6 8 6 3
Id | (12) | (123) | (1234) | (12)(34)
1] 1 1 1 1

e | 1| -1 1 1 1

s | 3] 1 0 1 1

xs | 3] -1 0 1 1

e Dernier caractere irréductible :

Pour trouver le degré du dernier caractere irréductible, on utilise la formule Z deg(x)? = |S4] =
xirréductible
24. Le dernier caractére irréductible o est donc de degré v/24 —2 x 12 —2 x 32 = 2. On finit en utilisant
I'orthogonalité des colonnes d’une table de caracteéres. En effet, si o et 7 ne sont pas dans la méme classe de
conjugaison, on a Z x(o)x(T) =0.
xirréductible
Finalement, on a la table de caractéres complete de Sy :

Sy 1 6 8 6 3

Id | (12) | (123) | (1234) | (12)(34)
1] 1] 1 1 1 1

1] 1 1 1 1
2| 2] 0 1 0 2
s | 3| 1 0 1 1
xs | 3] -1 0 1 1

Remarques : o En fait, (1234)? = (13)(24), donc on peut obtenir cette double transposition en faisant une
rotation d’angle 7 au centre d’une face du cube.

2w
e Pour mieux voir la rotation d’angle — dans le cas du 3-cycle, on peut dessiner le tétraedre inscrit dans le

cube dont un des sommets est sur I’axe de rotation.

¢ On peut également trouver la représentation irréductible de degré 2 comme suit. Notons Vj le groupe engendré
par les doubles transpositions de Sy. Vy est distingué dans Sy, et comme D(S;) = Ay & V4, le quotient S4/Vy
est isomorphe a Ss, seul groupe d’ordre 6 non commutatif. L’image par la projection Sy — S4/Vy ~ S3 d’une
transposition est une transposition (car d’ordre 2 dans Ss), 'image d’un 3-cycle est un 3-cycle (car d’ordre
3 dans S3), 'image d’un 4-cycle est une transposition (car d’ordre 2 dans Ss), et enfin I'image d’une double
transposition est l'identité de Sz (car Vj est le noyau de la projection).

La représentation standard p3 de Ss, de degré 2, induit une représentation py de Sy. Précisément, si & désigne
la classe de o € S4 modulo Vj, on a une représentation ps : Sy —> GL(C?) définie par : Yo € Sy, pa(0) = p2(7).
Notons y» le caractere associé a la représentation p, de Sy et X3 le caractére associé a la représentation standard
p2 de S3. On a : Yo € Sy, x2(0) = X2(7).

Cependant, on connait 3. En effet, le caractere 8 associé a la représentation de permutation de Sz se dé-
compose en § = 1+ 3. En outre, Yo € S3, §(¢) = nombre de points fixes de 0. On en déduit les valeurs de 3 :

S; |1 3 2
Id | (12) | (123)
X2 2] 0 1

On peut calculer les valeurs de x2, et vérifier que {x2,x2) = 1, donc que x2 est irréductible. C’est en fait
général : pour G un groupe fini et H un sous-groupe distingué de G, une représentation irréductible de G/H
remonte en une représentation irréductible de G.

e Il y a une maniere assez simple de faire un tétraedre avec de la force, de la fougue, de la tendresse, ainsi qu’une
feuille de papier. La voici!
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1]
Prendre une feuille A4 et marquer Amener le coin supérieur sur le Déplier a plat en gardant le coin
le pli central. coté inférieur. supérieur gauche plié.

Yy

Replier le long du pli marqué en 3. Enrouler, puis rentrer le triangle
de gauche dans le petit de droite.

Plier chaque coté jusqu’au pli
central.

Plier a nouveau.

Le tétraedre est

: assemblé.
Répéter cette opération une der-
niére fois.
3
Amener le coin inférieur droit sur .
le pli central en partant de I'angle O
du haut. Plier le dernier triangle.

Extrait de « Pliages et mathématiques », ACL-Editions

Adapté du travail de Thibaut Tardieu et Florian Lemonnier.
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Chapitre 37

Théoréeme central limite

Références : Ouvrard, Probabilités 2, p323

[Théoréme (Théoreme central limite).]

Soit (X, )nen une suite de v.a. iid de carré intégrable. On note m = E[X], 0? = Var(X) et (Sp)nen

la somme des X,,. On a alors :
S, —nm

N = N(0,1)

Quitte & recentrer et réduire les variables, on peut supposer que m = 0 et 02 = 1. La démonstration va
Sn

NG

utiliser le théoreme de Paul Lévy. On note ¢, la fonction caractéristique de et on va montrer que la suite

(¢n)n converge vers la fonction caractéristique de la loi normale.

e Etape 1 : Soient (a,), et (by), deux suites de nombres complexes de modules inférieurs & 1, on a :

n n

[o-IT0

i=1 i=1

n

< Z la; —bi| .
-1

Vn e N¥,

Le résultat est évident pour n = 1. Soit n > 1, on a :

n+1 n+1 n+1 n n n+1
[Tai= T <|[Tai=anc[T0| +|onia[T0i =]
=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
< |an+1| Hai - Hbz + Hbl |an+1 - bn+1|
i=1 i=1 i=1
n n
< Hai - Hbi +ant1 — bng1]
i=1 i=1

Par récurrence on a le résultat.[1]

e Etape 2 : Soit X une v.a. L2, alors on a :

Vt e R, ‘wx(t) — <1 + itE[X] — t;E[XQ]N < £2E [min <X2, |t||X63|>]

1. pas de référence, c’est & connaitre par Q ...
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D’apres la formule de Taylor-Laplace a ’ordre 1, pour tout réel x, on a :
1

e =1+ir— x2J (1 —u)e™ du
0

2

2
em—<1+im—x2>‘$a:2

De méme, en poussant la formule a ’ordre 2, pour tout réel z, on a :

. 3;2 1 .
e — <1 + iz — ) = —xQJ (1 —wu)[e™® —1]du

2 3 rl
e =1 +ir — = —ix—f (1 —u)?e™duy
2 "2 ),

, z? |23
T 1 ; _ < LN
e ( + 11z 2)‘ 6

2 3
x x
On a donc la majoration suivante : Vx e R, | — [ 1 + iz — 2) ‘ < min (xz, |6|) On obtient le résultat

en appliquant cette inégalité & tX et on effectue I'inégalité de Jensen (2 — |x| est convexe).

e Etape 3 : Application & ¢,.
t t\\"
SoitteRetneN* ona:p,(t)=¢s, | —=]=(ex|— , par propriétés sur les fonctions caractéris-
n n

tiques (somme de v.a. indépendante et multiplication par une constante). D’apres les deux étapes précédentes,

| v (=) [l () - (-5)
() (-3)

<niE min | X2 ﬂ|X3|
S n 6/

D’apres le théoréme de convergence dominée (dont les hypothéses sont vérifiées) on a :

et - (1-2)

t2 " t2
Vi e R, (1—) e T

<n

— 0
n—+w

En outre, on a :

2n n—+0
On a donc : -
VieR, ¢,(t) et ez

Le théoreme de Paul Lévy permet de conclure.

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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Chapitre 38

Théoreme d’extension

Références : Saux Picart, Cours de calcul formel - Algorithmes fondamentauz, p 148

On sait que si P et @ sont deux polynémes admettant une racine commune, alors leur résultant est nul en
cette racine. Le calcul du résultant permet donc de trouver toutes les racines possibles.
Néanmoins les racines du résultant ne se remontent pas toutes en racines des polynémes. C’est ce que permet
d’étudier le théoreme d’extension.

Théoréme.

Soit K un corps algébriquement clos et soient P, @) deux polynémes de K[Y7,...,¥;][X], on note

m n
P= Z a;Xlet Q= Z b; X" avec m, n # 0 et a;, b; € K[Y, ..., Y3].

i=0 i=0
Si (aq, ..., ap, @) est tel que P(ayq, ..., ap, a) = Q(ag, ..., akx, ) = 0, alors Resx (P, Q)(aq, ..., a) = 0.
Réciproquement, si Resx (P, Q)(aq, ..., a) = 0, alors une des propositions suivantes est vérifiée :

1. daeK, Plag,...,ax,a) = Q(aq, ..., ag,a) =0,
Plag,...,a, X) =0,
Q(ala"'>akaX) = 07

am(ay, ..., ar) = bp(ag,...,ar) = 0.

> 89

Pour prouver ce théoreme, on va utiliser I'application suivante :

®: U - Ulag,.,ap, X)

Pour voir sa compatibilité avec le résultant, on a le résultat suivant.

Soient A, B deux anneaux, et ¢ un morphisme d’anneau de A dans B, alors si on note p et ¢ les
degrés respectifs de ¢(P) et ¢(Q), on a

@(am)" " Resx (o(P), »(Q))  si p(am) # 0,
¢(Resx (P,Q)) = { #(bn)"™ " Resx (o(P),p(Q)) sip(by) # 0,
0 si p(am) = ¢(bn) = 0.

Démonstration. Le résultant est défini comme le déterminant de la matrice de Sylvester. On a donc, comme le
déterminant est un polynéme :

¢(Resx (P, Q)) = ¢(det(Sylv(P,Q))) = det(p(Sylv(P, Q))).
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Si on note a; et b} les images des a; et b; par ¢, alors

a, 0
by
ag 0
@(Sylv(P,Q)) =
ar, b b
) 56

Supposons a,,, # 0, alors en développant par rapport aux premiéres lignes, on a

det(p(Sylv(P,Q))) = (ap,,)"™ " det(Sylv(p(P), $(Q)))-

I1 vient
¢(Resx (P, Q)) = (¢(am))" ?Resx (¢(P), p(Q)).

Sial, =0 et b, =0, la formule précédente marche encore car p(Resx (P, Q)) = 0.
Enfin si a], =0 et b], # 0, on a par le méme raisonnement

¢(Resx (P, Q)) = (¢(bn))™ " Resx (0(P), ¢(Q))-

Passons a la preuve du théoreme !

Démonstration. < : Si P(ay,..,ar,a) = Q(a,...,ar,a) = 0, alors « est racine de ®(P) et ®(Q), donc
Resx (®(P), ®(Q)) = 0. Le lemme donne alors ®(Resx (P, Q)) =0, donc Resx (P, @)(aq, ..., o) = 0.

= : Supposons que Resx (P, Q)(az1, ..., a) = 0.

e Si ®(ay,) # 0, alors le lemme donne ®(a,,)" ?Resx (P(P), P(Q)) = 0, donc Resx (P(P), P(Q)) = 0. On en
déduit que soit ®(Q) = 0 (cas 3), soit P(Q) # 0 et ®(P) et () ont une racine commune «. Alors (aq, ..., ag, @)
est racine commune de P et Q.

e Si ®(b,) # 0, on peut refaire le raisonnement pour tomber sur les cas 1 ou 3.

e Si ®(ay,) = (b,) =0, on est dans le cas 4. O

Application : Paramétrisation du cercle

On tente de trouver une paramétrisation du cercle centré en 0 et de rayon 1. Pour cela, on choisit un point A
sur le cercle (ici (—1,0)). L’intersection d’une droite de pente ¢ € R passant par A - et non-tangente au cercle -
avec le cercle est appelée M(t). M(t) est donc racinede P = X? +Y? —1let Q=Y —t(X +1).

Pour trouver une expression en ¢ des coordonnées de M (t), on fait un résultant :

1 1 0
Resy(P,Q)=| 0 —t(X +1) 1 =Pt(X +1) =1 +tH)X>+22X +* — 1
X2 -1 0 —t(X +1)

Pour calculer ce résultant rapidement, on a utilisé la formule magique avec les racines : on a juste a faire le

produit des P(a;) avec «; les racines de Q.
2

—t
On trouve deux racines au polynéme obtenu : X = —1 (qui correspond au point A), et X = T3 Finalement,

1—t2 2t
la paramétrisation du cercle est donnée ici par M (t) = (th, th)
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Refaisons maintenant le raisonnement a l’envers! Supposons que j’ai la paramétrisation précédente, et que
je veuille trouver une équation de la courbe décrite par cette paramétrisation. Puis-je remonter les racines du
résultant en racines des deux polynomes ?

On pose P = (1+t)X +t* —1et Q = (1 +t*)Y — 2t, alors

X+1 0 Y 0
0 X+1 -2 Y
Res((PQ)=|y_ 1 v o =4(X?*+Y?-1).

0 X-1 0 Y

Les zéros du résultant décrivent le cercle C(0, 1), or M (t) paramétrise le cercle privé du point A. Le point A
représente le cas 4 du théoréme, c’est a dire que comme ®(P) = —2 et &(Q) = —2t, le terme dominant a disparu
dans les deux polynémes.

Remarques : o Pour illustrer les cas 2 et 3 du théoréme, on peut juste prendre P = (Y7 — a1)P’ car alors
a; = 0 pour tout 7 et la matrice de Sylvester est de déterminant nul (pareil pour @ pour le cas 3).
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Chapitre 39

Théoreme de Cartan - Von Neumann

Références : Gonnord, Tosel, Thémes d’analyse pour l'agrégation - Calcul différentiel, p 81-84

[Théoréme (Théoréme de Cartan-Von Neumann).]

Tout sous-groupe fermé de GL,,(R) est une sous-variété de M, (R).

Démonstration. Soit G un sous-groupe fermé de GL,,(R). Le but de la preuve est de trouver pour chaque point
g de G un C*-difféomorphisme local ¢ envoyant un voisinage ouvert U de 0 dans M, (R) sur un voisinage ouvert
V de g dans GL,(R) et un sous-espace vectoriel L5 de M, (R) tel que p(U n Lg) =V n G.

e On peut se restreindre au cas ou g = I,.
Mp(R) — Mu(R)
h +~— gh
Si on trouve ¢ un difféomorphisme de V(0) < M, (R) dans V(I,) c G, alors t, o ¢ est un difféomorphisme

entre un voisinage de 0 et un voisinage de g € G.

En effet, Papplication ¢, : est un C*-difféomorphisme (global).

e On pose Lg = {M € M,(R), ¥t € R, e!™ € G}. Cest un sous-espace vectoriel de M,,(R).
La seule chose non triviale a vérifier est la stabilité par la somme.
L’exponentielle est C*. De plus, D exp(0) = I,, est un isomorphisme, donc exp induit un C*-difféomorphisme
d’un voisinage de 0 sur un voisinage de I,,. On appelle L son inverse.
On voit que DL(I,,) = I,,. La définition de la différentiabilité donne alors L(I,, + H) = H + O(H).EI
A+ B 1

A +o0 %) Donc pour k assez grand, on peut utiliser la formule

. . - , . A B A B
d’inversion précédente et écrire e* e* = exp (L <e ke ))

(c#eB)" = exp (ke (ef:e%l) )
=exp(kng T B (i)))
“r (0 0(0)

=exp(A+ B) +o(1)

SoitkEN*,onaekek I, +

Il vient

k

. A B

Donc lim (ekek) = AtB,
k—wo

k
Soient maintenant A et B dans L, alors Vt € R, !4, ¢!P € G. On a alors klim (e%e%) = M4+B) Or
-0

vk, eTe'T eGet Gest fermé, donc e!A*B) ¢ G. On en déduit donc que A+ Be€ Lg.

. o
- -1 1M2+1
1. En fait, L est le logarithme matriciel et on peut le définir directement par L(I, + M) = Z % pour || M| < 1.
i
1=0
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— On pose S un supplémentaire de Lg dans M, (R), puis on pose p qui & X = L+ M € L5 @ S associe
efeM e GL,(R). ¢ est C*, ©(0) = I,, et ¢'(0) = I,,. On peut appliquer le théoréme d’inversion local.
Il existe U un voisinage ouvert de 0 dans M, (R) tel que ¢ est un Cl-difféomorphisme de U sur un voisinage
ouvert de I,,, V = ¢o(U) c GL,(R).
Néanmoins on veut avoir (U n Lg) =V n G. On sait déja que ¢(Lg) € G, donc (U n Lg) €V nG. On va
donc montrer que quitte a restreindre U, si ¢(X) € G, alors X € L¢, ainsi le théoréme sera prouvé !

e Montrons qu’il n’existe pas de suite (My)g de S \ 0 de limite nulle et telle que pour tout k, eMee @,
Si c’est le cas, on pose la suite g = m Elle évolue dans la sphére unité fermée et dans S, donc quitte &
k
extraire une sous suite, on peut supposer qu’elle converge (vers € € S de norme 1). Montrons que € € L. On

aura alors € € Lo n S = {0}, ce qui est absurde.

My, t 1
Soit t € R, on a e = limexp (t) Si on pose ——— = A + pp avec A\, € Z et |ux| < =, on obtient
k | M| | M| 2

Mk A M. M |2
t—— | = kMg Hoae M
P < ||Mk||> —— S~

=(eMr)rkeG —1

On a donc €' = h;?l M Me ot comme G est fermé, e € G.

e Conclusion : Supposons que 1’on ne peut restreindre U tel que si ¢(X) € G et X € U, alors X € L. Alors

1
pour tout k € N* on dispose de Y, € VG n B(I,, E) tel que son antécédent X, = ¢~ '(Y}) n’appartienne pas a

L. On dispose donc de deux suites (s )i € (S\{O})N=I= et (Ik)x € B};* telles que l'on ait : Yk € N*, Xy = [}, +sg.
Par continuité de ¢!, ces deux suites sont de limite nulle. De plus pour tout k,on a : o(X}) = e'*e** =Y} € G.
Dans ce cas, e** = e "*Y}, € G donc par le point précédent, on a une absurdité.

1 existe donc un ouvert U contenant 0 tel que (U N La) = »(U) NG et tel que ¢ induise un C'-difféomorphisme
sur U. O

Remarques : o Lo peut étre égal & {0}. En fait, c’est le cas si et seulement si G est discret, donc si et
seulement si G est une variété de dimension nulle (c’est & dire un ensemble de points isolés). Il vaut mieux le
préciser a l'oral car certains mathématiciens pensent que c’est un abus que de parler de variétés de dimension
nulle.

e L’ensemble L est en fait une sous-algebre pour la multiplication interne du crochet de Lie (méme démo que
pour la stabilité par la somme). On Pappelle 'algebre de Lie associée & G.

e La courbe ¢t — exp(tM) pour M € Lg est une courbe dans G passant par I,. Son vecteur tangent en t = 0
est M. Donc Lo < T, G. Or ils ont méme dimension, donc I’espace tangent a I,, est ’algebre de Lie.

e Applications (Mneimné-Testard) : SL,, SO,,/O,, sont des sous-variétés de R"2, les algebres de Lie correspon-
dantes sont les matrices de trace nulle et les matrices antisymétriques. Les dimensions de ces sous-variétés sont

(n—1)

n
donc n? — 1 et

e C’est un développement dangereux... Il faut connaitre un minimum de théorie de Lie pour le faire.

. Les comportements de SO,, et O,, sont les mémes car SO,, est un ouvert de O,,.

2. exp(purMy) tend vers 1 puisque My, tend vers 0 et uy borné.
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Chapitre 40

Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Références : Demailly, Analyse numérique et équations différentielles, p 132-133 et 141-142
http://www.math.univ-toulouse.fr/~fboyer/_media/enseignements/agreg/cours_edo_agreg_fboyer.pdf

Théoréme.

Soit I un intervalle ouvert de R, £ un ouvert de R™ et f : I x 2 — R™ une application continue et
localement lipschitzienne en la seconde variable.
Alors, si tg € I et yg € 2 sont donnés, le probleme de Cauchy suivant admet une unique solution

maximale.
Y @) = fty®)
(F): { v (t0) = w0

Démonstration. ¢ Cylindre de SécuritéE]

Comme I et  sont ouverts, il existe Cy = [to — To,to + To] x B(yo,70) un cylindre inclus dans I x €.

Comme f est localement lipschitzienne en la seconde variable, on peut choisir rg assez petit pour que f soit
k-lipschitzienne sur Cy.

De plus, sur Cy, f est bornée par une constante M.

Soit T' < Ty, et y une solution du probléeme de Cauchy définie au moins sur Iy < [to — T,tg + T']. Supposons
qu’elle sorte du cylindre C' = [tg — T, to + 1] x B(yo, 7o) au temps 7 € [tg — T, to + T'] alors, par continuité,

f y (u)du

0

ro = |y(r) — yol = <TM.

. . r
Donc si T' < min (TO, MO

On nommera cylindre de sécurité 'ensemble C' = [t — T, to + T x B(yo, 7o)

), alors toute solution définie sur Iy c [ty — T, to + T reste dans la boule B(yg, o).

e Existence locale de la solution
On note F = C([to — T, to + T'], B(yo, ro))EI et pour y € F, on appelle ¢(y) la fonction définie sur [to — T, to + T']
comme suit :

(y)(t) = yo +£ fu,y(u))du.

Comme F muni de la norme uniforme est une partie complete, et comme ¢ : F — F, on va appliquer un
théoreme de point fixe.
Soient y1, y2 € F,

1) — d(u)] () = j (F s () — £ (s (1))

0
t

<k fyi(u) —ya(u)|du

to

< KT |lyr — vl

1. Faire un dessin.
2. Ce n’est pas un espace vectoriel!!! C’est un fermé dans un complet néanmoins.
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CHAPITRE 40. THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ

1
Donc ||¢(y1) — é(y2)|| < kT |y1 — y2|- Et en particulier, si on choisit T' < o alors ¢ est contractante.

On a donc existence et unicité d’une solution au probléeme de Cauchy sur [t — T, to + 1.

e Unicité locale
Soient y; et yo deux solutions définies sur des intervalles ouverts I; et I contenant [tg — T, to + T].
Soit J = {t e Iy n Iz, y1(t) = y2(t)}, on va montrer que J = I; n I par connexité.
On sait déja que [to — T, to +T'] = J par I'unicité vue précédemment, donc J est non vide.
Comme J = (1 — 92)"1(0) (en notant §; la restriction de y; & Iy N Iy), J est fermé.
Soit t1 € J, alors y; et yo sont solutions du nouveau probléeme de Cauchy

N oY) = fty(t)
(P { y(t) = 1 (t)

En adaptant le début de la preuve, on voit qu’on a égalité de y; et yp sur un voisinage [t; — T",¢; + T'] de t;.
Donc J est ouvert.

Comme I; N I5 est connexe, on a J = I} n I, ce qui donne 'unicité locale.

e Construction de la solution maximale N
On considere J = U I avec S ’ensemble des (I,y) solution du probléme de Cauchy. On définit alors y™ sur

(Iy)eS
J par y*(z) = y(z) si (I,y) est solution et x € I. On peut faire ¢a par unicité locale.
La solution y* est ainsi maximale. O

Remarques : e Sila condition local-lipschitz n’est pas vérifiée, on n’a plus I'unicité.

{ y'(t) = Vyl(t)

t—tg)?
%n[to, 0}
e Si f est seulement continue, le théoreme de Cauchy-Arzela-Peano donne I’existence d’une solution. Ce théoréme
se prouve avec Ascoli et Schauder.

On trouve a ce probléme une infinité de solutions de la forme y(t) =
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Chapitre 41

Théoreme de Frobenius-Zolotarev

Références : Beck, Malick, Peyré, Objectif Agrégation, p.251

[Théoréme (Frobenius—Zolotarev).]

Soient p un nombre premier impair et n € N*. On a alors :

det(u))

p

Vu € GL, (Fp), e(u) = (

ou ¢ désigne la signature de u vu comme permutation de ’ensemble FZH

a. Celle-ci est bien définie car GL,(Fp) — S(F)) =~ Spn =~ S(Fpn) et € est un morphisme de groupes donc n’est
pas affecté par le choix des isomorphismes précédents.

On rappelle la définition du symbole de Legendre. Soit p un nombre premier et a un entier quelconque, alors
on a :

0 si a = 0[p]
a . p
<> = 1 si  a est un carré dans IF,,
—1 sinon

Le but de la démonstration est de factoriser la signature. Nous allons faire cela en deux étapes.

Lemme.

Soient K un corps et M un groupe abélien (on suppose que K # Fy ou bien que n > 2). Pour
tout morphisme ¢ : GL,(K) — M, il existe un unique morphisme § : K* — M tel que l'on ait :
@ = 0 odet.

Démonstration. Puisque K # Fs, on a : D(GL,(K)) = SL, (K). Pour tout z,y dans GL,(K), on a :

e([z,9]) = [p(x), p(W)] = ¢

car M est un groupe abélien. Ainsi tous les commutateurs de GL,,(K) sont dans le noyau de ¢. Or les commu-
tateurs engendrent le groupe dérivé. Ainsi le groupe dérivé de GL,,(K) est inclus dans le noyau de ¢. D’apres la
propriété universelle du quotient, il existe un unique morphisme @ qui rend le diagramme suivant commutatif.

GL,(K) ——~

GL,(K)/SLy (K)
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CHAPITRE 41. THEOREME DE FROBENIUS-ZOLOTAREV

De plus le noyau du morphisme det : GL, (K) — K* est exactement SL, (K). D’aprés la propriété universelle
et le premier théoréme d’isomorphisme, il existe un unique isomorphisme det qui fasse commuter le diagramme
suivant :

det ®

K* <——— GL,(K) — M
GL, (K)/SLn (K)
On pose § =po det . On obtient I’égalité voulue.
Pour I'unicité, on sait que le déterminant est surjectif, donc toute I'image de d est fixée par . O

Dans notre cas, pour M on a le groupe {+1} qui est abélien. On dispose donc d’un unique morphisme 9§ tel
que l'on ait : € = § odet. Il faut a présent montrer que § est le symbole de Legendre.

Soit p un nombre premier impair. Le symbole de Legendre est 'unique morphisme non trivial de IE";
dans {+1}.

Démonstration. Le symbole de Legendre est bien un morphisme de groupe entre K* et {£+1}. En effet, pour

a —
a€ IF;, on a () = a"T . De plus, ce n’est pas un morphisme trivial. En effet, I’ensemble des carrés de IF; est
p

égal & I'image du morphisme 1) : x € K* — 22. Le noyau de ce morphisme est {£1} et donc d’aprés le premier

théoreme d’isomorphisme, il n’y a que b

carrés dans IF‘;.

Réciproquement, soit « : IF;‘ — {%1} un morphisme non trivial. D’apreés le premier théoréme d’isomorphisme,
le noyau de « est un sous-groupe d’indice 2 de IE‘; = Z/(p — 1)Z. Or pour tout diviseur d de p — 1 il existe un
unique sous-groupe de Z/(p — 1)Z d’indice dE| . On note H cet unique sous-groupe d’indice 2. Soit = un élément
de F3\H. On a alors la partition suivante : Fy = H |_| xzH. On a alors :

1 sigeH
olg) = { —1  sinon
Le morphisme « est donc entierement déterminé. Il existe donc au plus un morphisme non trivial entre IE‘;
et {£1}, c’est le symbole de Legendre. O

Pour conclure il faut encore montrer que ¢ est non trivial. Pour cela il suffit d’exhiber un automorphisme
dans GL,(F,) de signature —1. En temps que Fp-espaces vectoriel, F), et Fpn sont isomorphes. II suffit donc
de trouver une bijection Fy-linéaire de F,» de signature —1. Soit g un générateur du groupe cyclique F;‘n. La

permutation z +— gz agit comme le (p™ — 1)-cycle (g, ¢, ... 7gpn_l). Cette permutation est de signature —1 car
p™ — 1 est pair. Ce qui achéve la démonstration.

Corollaire.

2 p2— -1 p—
Soit p un nombre premier impair, on a : <> =(-1)"= * et () = (—I)Tl.
b

Démonstration. On définit I'isomorphisme v suivant :

u: I
T

Fyp
2x

—
—

n
1. Car il existe un unique sous groupe d’ordre 7 voir Calais, p.100
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CHAPITRE 41. THEOREME DE FROBENIUS-ZOLOTAREV

Son déterminant est égal a 2. Il ne reste plus qu’a calculer la signature de la permutation engendrée. Pour
cela il suffit de compter le nombre d’inversion.ﬂ

p—I1Tp+1
2 2
u(z) |0]2]|4|...|p—1 1

p—2|p—1
p—4|p—2

-1 . . ptl
ou superleurs a

On remarque qu’il n’y a pas d’inversion entre deux éléments inférieurs a

. +1 . . RN /12 . , . .
Soit k > pT’ k voit sa position relative a p — k éléments inversée par u. Le nombre d’inversions est donc

p—1

p—1
— k= | =

y
S

N

|
—_

I
o

En appliquant le théoreme de Frobenius-Zolotarev, on obtient donc le résultat.

Pour le deuxiéme résultat du théoreme, on peut faire le méme raisonnement avec u : z — —z. On peut alors
soit compter le nombre d’inversions (en bidouillant un peu), soit se rendre compte que cette application s’écrit
p—1

comme un produit de transpositions. O

Remarques : e Dans le Objectif agrégation, ils prennent n > 2, mais comme p est choisi impair, on peut
prendre n = 1, ce qui nous autorise & utiliser Frobenius-Zolotarev dans le corollaire.

e Montrons que D(GL,(K)) = SL, (K) pour K un corps & au moins 3 éléments et n > 2. (FGNal2)

On note D;(a) la matrice de dilatation avec comme coefficient a sur la i-éme ligne de la diagonale. T; ;(b) est la
transvection de coeflicient b.

Par des calculs, on remarque que

[Di(a), T ;(b)] = Ti, j((a — 1)b).

Comme (a — 1)b parcourt K si a est différent de 0 et 1 (d’ont la nécessité d’avoir au moins trois éléments dans

le corps), toute transvection est un commutateur.

SL,.(K) est engendré par les transvections donc cela termine la preuve.

Remarquons que ce résultat est aussi vrai pour K = Fy et n > 3.

e Une autre application consiste & calculer la signature du morphisme de Frobenius F' sur [F,.

On sait que F est d’ordre n. La théorie de Galois donne I'existence d'un élément x de F,, tel que (z, F(x), ..., F"~!(x))
forme une base de F,. La matrice de F' dans cette base est une simple matrice de permutation dont le détermi-
nant est (—1)""%

-1 _
Le théoreme de Frobenius Zolotarev donne alors, en sachant que () = (—1)29717
p

e(F) = <(_1)n+1> _ FDW

p

Adapté du travail de Baptiste Huguet et complété par les recherches de Mario Goncalves Lamas et
Anne-FElisabeth Falg.

u(y) = u(i)

2. En effet, c’est clair au vu de la définition : e(u) = H ———2 e {+1}.
i#]
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Chapitre 42

Théoreme de Grothendieck

Références : : Zavidovique, Un Maz de Math, p180
Rudin, Analyse Fonctionelle, p114 (pour la correction de la fin de la preuve)

Théoréme.

Soit (€2, 1) un espace de probabilité. Soit S un sous espace vectoriel fermé de LP(u) qui soit inclus
dans L*(p). Alors S est de dimension finie.

Démonstration. Le principe de la preuve est de se ramener dans le cadre hilbertien de L? (1) afin de pouvoir
utiliser les propriétés associées : bases hilbertiennes, théoréeme de Pythagore...

* Montrons qu'il existe un K > 0 tel que : Vf € S, [ f],. < K|f],.
On définit 'application
i (Sl = Sl

f - f
Il s’agit de montrer que ¢ est une application ouverte. L’application ¢ est linéaire et bijective. Pour tout f dans
SI 1f(@)] < ], ppp. Ainsi, on a :

1/p 1/p
171, = ( | Iflpdu> < ( [ s du) — 1L (@) = 111,

Ce qui montre que i est continue|’} De plus S étant fermé dans I'espace de Banach LP(u), alors (S, |.[,) est
lui-méme un espace de Banach. Soit une suite (f,,)nen dans S qui converge au sens de L™ (u) vers une fonction
f € L”(u). Par continuité de I'application i, la suite (i(f,))nen converge vers i(f) au sens de LP(y). Or (S, |.[,)
est un espace de Banach, donc f € S. Donc S est fermé dans L™ (). Ainsi (S, |.|,,) est aussi un espace de
Banach.

L’application i est donc une application linéaire continue surjective entre deux espaces de Banach. D’apres
le théoreme de I'application ouverte, i est donc ouverte, id est il existe K > 0 tel que Vf € S, | f[,, < K [f],.

¢ Montrons qu’il existe un M > 0 tel que : Vf € S, | f|l, < M| fl,-

Comme on travaille sur un espace de probabilité, L (1), et donc S, est inclus dans L?(u). Si p = 2, le résultat
est immeédiat. Sinon, on doit distinguer les cas.

2
Si p < 2. On peut effectuer I'inégalité de Holder avec — > 1. Pour toute fonction f € S, on a :
p

p/2
1712 = L P < ( L |f|p-2fpdu) (W@ 2 = | £

En passant & la racine p-iéme et en utilisant 'étape précédente, on obtient : Vf € S, | f], < K | f,-

1. on confondra f et un de ses représentants.
2. On dit que l'injection L* < LP est topologique
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Sip>2. Soit feS, ona:|f() <|f|%?|f(x)? ppp. On a donc :
I£15 = L 1P (@)du(z) < | f15° L 1P (@)du(a) = |F15 11115
En utilisant la premiére étape, on obtient : Yf € S, | f]., < KP/?|f,-

On pose M = max(K, K?/?). On a alors : Vf € S, [fll. < M| fl,-

e Soient n un entier et (fi)1<i<n une famille de S, orthonormée dans L?(p). Montrons que pour tout n-uplet
(c1,...,¢n) € R™ et pour p presque tout € Q on a :

n

D eifilx)

i=1

<M

On prend les ¢; dans Q qui est un ensemble dénombrable dense (pour la norme 2) dans R.
Comme Q" est dénombrable, on a l'existence de ' = Q de mesure pleine tel que pour tout (¢;); dans Q" et

pour tout z € ' on a :[]
n

dicifilx)

i=1

n

i

i=1

<

ve
n

Or d’apres I’étape précédente et comme Z cifi € S (car S est un espace vectoriel),

i=1
n n
Dl <MY afs
i=1 o© i=1 2
De plus d’apres le théoréme de Pythagore, on a :
2

n

dcifi

i=1

n

2
=D G il

2 i=1

Comme la famille (f;)1<i<n €st normée, alors pour tout 1 < ¢ < n, Hf1||§ = 1. Ainsi, on a :

n

dcifilx)

i=1

V(01)1 € Qn, Va e QI, < M

n
Z c? lest aussi,
i-1

n
Puis comme (¢;); — Z cifi(x) est continue & z fixé (car polynomiale en les ¢;) et (¢;); —
i=1
on a par densité :
n

Z cifi(z)

i=1

V(Cz)z € R",Vm e Y <M

e Conclusion.
Pour tout x € €', on pose pour 1 <i < n,c; = f;(x). On a alors :

3. En effet, pour tout (¢;) dans Q", on dispose de Q(¢,), tel que I'inégalité soit vérifié. Il suffit donc de vérifier que I'intersection
dénombrable de mesurables pleins est pleine, ou de méme qu’une union dénombrable de négligeables est négligeable.

Or (UNk> < Zu(/\/k) = 0, donc c’est bon!
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CHAPITRE 42. THEOREME DE GROTHENDIECK

Ceci étant vrai pour p presque tout x € €2, on peut intégrer sur €.
n
|33 @rauta) < a2
=1

n
DIfils < M2
=1

n < M?

Toute famille orthonormée de S est donc de taille finie, inférieure & M?2. Ainsi S est de dimension finie,
inférieure & M?2. O]

Remarques : e On peut donner un contre-exemple & l'inégalité fausse du Zavidovique. On se place sur [0, 1].
On prend f1 =1et fo = =194
Alors pour tout € [0,1], | f;| (x) < | fi].., mais

[fr+ ol (0) > lfr + fol.. -

e Le théoreme de I'application ouverte est une des principales applications du théoréeme de Baire. Celui-ci per-
met d’ailleurs de montrer le théoréeme de Banach-Steinhaus.

En application du théoréme de l'application ouverte, il y a le théoréme des isomorphismes de Banach (Tout
opérateur continu bijectif sur des Banach est bicontinu.), le théoréme d’équivalence des normes comparables, le
théoreme du graphe fermé et la non-surjectivité de la TF de L' dans C°.

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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Chapitre 43

Théoreme de Liapounov

Références : Rouviere, Petit guide de calcul différentiel, p143

Théoréme.

! j—
On se donne y une fonction de Rt définie comme solution du systéme { y%’a):fgyy) ouf:R" > R"
est C' et f(a) = 0. On suppose que R(Sp(Df(a))) = R™* alors a est point d’équilibre attractif du
systeme différentiel.

On ne fera la preuve que dans le cas a = 0 pour simplifier.

!

Démonstration. On pose z la solution du systéme linéarisé { ? avec A := Df(0).

2(0)=
L’idée de la preuve est de transporter 'asymptotique stabilité de 0 du systeme linéarisé pour le vrai systéme
différentiel, et cela en créant une nouvelle norme appropriée.

e On appelle (A;)1<i<k les valeurs propres de A. Il existe a > 0 tel que pour tout i, R(\;) < —a.
On sait que C" = P Ker((A — A;I,)™"). Donc pour tout € R", on peut le décomposer sous la forme
1<i<k

T =T+ ..+ T} avec x; € Ker((A /\ I, )m)
On a etz; = eMietA—2iln) g = et Z A — NP,

Donc en prenant une norme sous multlphcatlve, on a
m; mi

t|P
R —at
o] < %) Z A= AL el < e Y B A - AL 7 max o |
p=0 *°

k m;

Il vient [e'z| < <Z Z |||A Nl ||P> * max ||z;]).
p! j

i=1p=0
On a alors |e' xH CP(|t]))e= |z| avec P un polynoéme et C une constante d’équivalence qui va bien entre
les normes ||.| et ||z, := max |z;].

tA

Comme z(t) = e'x est la solution du linéarisé, on a |2(¢)|| < CP(|t|)e”*" |z|, donc 0 est un point d’équilibre

attractif du linéarisé.

90
e On définit b(x,y) := J (e, et y)dt.
0

Cette fonction est bien définie car etA ey < |lethz etA < C%e 2 p(It)? |z ui est intégrable.
I( yll q g

tA

On vérifie que c’est un produit scalaire (car e est inversible) et on pose g(x) = b(x,x) la forme quadratique

associée.

e On veut montrer qu’il existe «, 8 > 0 tels que q(y) < a = q(y) < —Bq(y).
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o
— On sait que Vg(z)(y) = 2b(z,y) donc Vg(x)(Azx) = 2b(x, Az) = J 2(etx, et Ax)dt.
0
d tA, |2
Or 2(etx, e Ax) = M, donc Vq(z)(Az) = 2b(z, Az) = — ||z|°.
— On note r(y) = f(y) — Ay la "différence" entre le systéme étudié et le linéarisé.
Alors q(y)’ = Va(y)-1(y) = 2b(y, () = 2b(y, A()) + 2b(y, 7(1))-
Or on a vu 2b(y, A(y)) = — |y||”, donc q(y)" = — ||ly||” + 2b(y,r(y)).
— Soit € > 0, on a r(y) = f(y) — Ay = f(y) — f(0) — Df(0)y. Par définition de la différentielle, r(y) =
o(1/q(y)) donc il existe a > 0 tel que ¢(y) < o = 1/q(r(y)) < e4/q(y) (on choisit juste d’exprimer ce
fait avec la norme +/q.).

On a alors par Cauchy-Schwarz : |b(y,r(y))| < v/q(y)A/q(r(y)). Donc si ¢(y) < a, alors |b(y,r(y))| <

£q(y).
D’autre part, comme 1/q et ||.| sont équivalentes, il existe C' tel que Cq(y) < lyll?.
On en déduit donc que si ¢(y) < o, q(y) = — ||y + 2b(y, (y)) < —(C —2¢)q(y). On note g = C — 2¢ et

on choisit € assez petit pour que 5 > 0.
e Pour finir, montrons que si ¢(x) < « alors pour tout ¢t € RY, q(y(t)) < a. En particulier, la solution y(t)
sera globale car bornée.
En effet, si ce n’était pas le cas, on aurait existence de ¢y > 0 tel que ¢(y(tp)) = « et pour ¢t > to assez proche
de tg, on ait ¢(y(t)) > a. Or q(y)'(tg) < —Bq(y) < 0, donc ¢(y) est décroissante dans un voisinage de tq par
continuité, donc ce serait absurde.

e Conclusion : si ¢(z) < «, on a pour tout t € R, q(y(t)) < «, donc q(y)'(t) < —Bq(y)(t). Le lemme de
Gronwall donne alors ¢(y)(t) < e Plq(x).
Il est maintenant clair au vu de cette formule que 0 est un point d’équilibre attractif du systéeme différentiel.
O

Remarque : e On peut prouver que si D f(0) possede une valeur propre de partie réelle strictement positive,
alors 0 est instable pour le systéme différentiel.

e Une application de ce théoreme est I’équation de Van der Pol, présente dans le X-ENS - analyse 4.

e Il est bon de connaitre quelques contre-exemples sur ce sujet dans le cas ol on a une valeur propre de partie
réelle nulle. On en donne quelques-uns ici partant du point (0, 0).

— NL instable, L instable :
= X' =Y
(NL):{ TV et(L):{Y,:O

y=-y
one ® 1+ vot)
(NL):{ o Yo et(L):{ oo
y(t) T ot Y(t) =Yy
— NL stable, L instable :
=y X' =Y
ou: {57 w3,
On a A
x(t)=xo+2\/yf—2+\/y70
) Vot f X(t) = Xo + Yot
(NL) : (L) : Y(t) = Yo

y(t) = (2\/?70)2
2+ /Yot

— NL stable, L stable :

(NL) : {2’ =—2% et (L): {X'=0

On a
Zo

/1 +2x(2)t

(NL) : {x(t) = et (L) : {X(t) = Xo
— NL instable, L stable :

On a
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Chapitre 44

Théoreme de Molien

Références : Leichtnam, ezxercices corrigés de Mathématiques posés a l'oral des concours de Polytechnique et
des ENS - Tome algébre et géométrie, p 95

Théoréme.

On note A = C[ X7, ..., X,,] et Ay V'espace des polynémes homogenes de A de degré k. On se donne
G un sous-groupe fini de GL,,(C).

A - A
P(X) — P(*¢X)
alors Vk € N, o, induit un automorphisme de Ay, et si on note AY := {P € Ay,Vg € G,0,(P) = P},
ar, = dim(Ay) et ar(G) = dim(AY), alors on a P’égalité suivante dans C[[Z]] :

Pour g € G, on pose oy : (ott on considére X comme un vecteur colonne),

|G| Z 4 det (I, —Zg 2 ar(G

k=0

Démonstration.  Montrons que o, induit un automorphisme sur chaque Ay.

Il est déja clair que o4 est un morphisme d’algebre. DPulb on remarque que ogy = 0400y €t 0, = Id. On a
ainsi (o) ! = 0,1 et 0, € Aut(A).

Enfin o, envoie un monéme de degré k sur un polynéme homogene de degré k, donc o4(Ax) < Ai. On peut
donc construire la restriction de o, & Ag. Or o4 est injectif (sur A donc sur Ayg), par égalité des dimensions, o,
induit un automorphisme sur chaque Ay.

G — GL(4)

En fait, on a montré que o :
g = 04

définit une représentation de G et que 'on peut définir les

représentations induites 0|4, sur les Akﬂ

e Montrons & présent que Z xx(9)Z* ot xi(g) = Tr(o|a,(g)) est le caractere de o4, en g.

det (T
Le groupe G est fini, donc par le theoreme de Lagrange, Vg e @G, g‘G‘ = e. Il en résulte que le polynoéme X6l
annule toutes les matrices de G, mais il est scindé a racines simples, donc pour g € G, il existe u € GL,,(C) telle
que ugu~" soit diagonale. On a xx(g) = Tr(oya,(9)) = Tr(o)a, (w)o|a,(9)0| 4, (u™h) = Xk(ugu_l).lﬂEn fait, on
peut juste dire que les caractéres sont des fonctions centrales, ce qui évite d’écrire ces formules.

On peut donc supposer g diagonale : g = Diag(\q, ..., \,). Alors

avec v, = Z A \En
ki+...+kn=p
Puis on remarque que pour k1 +... +k, = p, ona o}, () (X XEn)y = (\Er NEen)xEr | XFn | donc si on prend

1. Attention, op,(P(*¢gX)) = P(*¢*hX). C’est I'indéterminée X qui est multipliée par *h!

2. C’est en fait une action de groupe.

3. On peut faire cela en étendant ’ensemble de définition de o & GL,(C). On vérifie que les identités faites auparavant sont
toujours vérifiées.
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CHAPITRE 44. THEOREME DE MOLIEN

la base de Ay, constituée des X ... X  avec ky + . + kn = p, alors on voit que x,(g) = Tr(o4,(9)) = vp-

La fi 1 écédente d d —
a formule précédente donne donc —— . —Zg ;OXk

e Pour conclure, on utilise le lemme suivant.
Lemme.

Soit p : G — GL(V) une représentation d’un groupe G fini avec V un C-espace vectoriel de dimension
finie, alors

1
Si on applique ce lemme a op4,, on a dim(A§) = ax(G) = —- Z Xk(g)-

Gl &
On a donc
1 1 1 S S S
S T = 2 k@) 2 = Y = Y xa(9) 2t = Y an(@) 2"
|G geG det (I, — Zg) G geG k=0 k=0 |G geG k=0
O
Prouvons a présent le lemme.
1
Démonstration. On pose pg = | Gl 2 ) € GL(V) Popérateur de Reynolds.[*| Alors en utilisant la bijection
geG

h s gh, on a p(h)pg(v) = pa(v), donc pe(V) < VE. Comme pg(v) = v pour ve VY on a pg(V) = VE.

De plus, en sommant, on a pg © pe = pa, donc pe est un projecteur sur V. En trouvant une bonne base

pour le projecteur on a vite rg(pg) = Tr(pg) = dim(VY), donc, en appliquant 1’application trace a pg, on a

dim(VY) = O
IGI 2, X

geG

Remarques : e Le théoréme de Molien donne le lien entre un objet simple : le déterminant, et les ar(G) qui
sont les dimensions des sous-espaces d’invariants.

e La série des invariants est nommeée série de Molien.

e On a 'impression qu'il serait plus naturel de poser o,(P)(X) = P(¢gX) mais ¢a n’est pas le cas! Par exemple,
prenons le 3-cycle (123). Sa matrice de permutation associée est

0 0 1
A=1|1 0 0
01 0
Si on se place dans C[ X7, Xo, X3], on a
X X,
P(AX) = | X; | et P(PAX) = | X3
X2 Xl

La deuxiéme approche donne la permutation intuitive.
e Faisons un exemple avec S3 :
On consideére I'action classique de S sur R pour obtenir un sous-groupe fini de matrices dans GL3(C).

1 —Z 0
Alors det(ls — Zoe) = (1 — Z)°, det(I3 — Zog1a)) = det | —=Z 1 0 = (1 —2)(1 — Z?) et enfin
0 0 1-Z
-Z 0 1
det(I3 — Zog3) =det | 1 —-Z 0 |=(1- Z3). Comme le déterminant est invariant sur les classes de
0 1 —Z

4. Ouioui, c’est le méme qu’en mécanique des fluides! Mais au lieu de moyenner un flot sur I'action d’un groupe de translations
en temps, on moyennise une représentation sur son groupe associé.
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conjugaison, on a :

S 1 1 3 9 )
;OGK(SS)Zk = 6 ((1 —Z)3 + (1 _Z)(l _ZQ) + 1_z3> = (1 —Z)(l _ZZ)(I _Zg).

1
1-2)..(1-2")

[v 8]

En fait, on peut étendre ce résultat a S,, avec Z ak (Sn)Zk =
k=0

e Pour A3, on a

3 L1 2 1+ 73
gk“&ﬁ¢:3<ﬂ—zﬁ+l—ﬁ):G—ZWeZ%O—WY

n(n—1)

o
é 1+ 2%

On peut aussi étendre ce résultat & S,, avec ar(A)Zk = )

kZ=:0 (1-2)...(1—2n)

e On peut montrer que si A% est engendré par des polyndomes homogenes fi,...,f» de degrés di,...,d,, alors la
série de Molien de G est le développement en série formelle d’une fraction rationnelle de la forme

F(2)
(1—2%)...(1— zd)

, avec F' e Z[Z].

Le théoreme de Molien permet d’avoir une idée de ou chercher les invariants.
e On rappelle que le fait que A® soit engendré par des polynomes homogenes fi,...,f, veut juste dire que pour
tout P € A, il existe @ € C[Y7,...,Y,] tel que

P(X1, ... X)) = Q(fi(Xy, s Xn), -, [r (X1, .., X0)).

A% est engendrée en tant qu’algébre.
e Pour ’exemple de S,,, les invariants de A sont les polynémes symétriques et ils sont engendrés par les polynémes
symétriques élémentaires ¥; = Z Xfl...XS". On a bien deg(X;) = i, ce qui confirme les résultats
1<k <...<k;<n

précédents.
e Pour A,, on peut montrer que les polyndémes invariants sous son action sont engendrés par les polynémes
symétriques élémentaires et le polynome de Vandermonde (de degré n). Il faut un peu modifier la fraction
rationnelle précédente pour le faire apparaitre en multipliant par (1 — Z") au numérateur et au dénominateur.
C’est a dire

1+ 2521 - z7)
(1-2)...(1 —Z»=1)(1 - Zn)2’

2 ak(An)Zk =

k=0
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Chapitre 45

Théoreme de Pascal

Références : Ladegaillerie, Géométrie affine, projective, euclidienne et anallagmatique, p 418 et p 420-421

Attention! Ce développement utilise des notions complexes. Si on le fait, il faut préciser dans le plan ce
qu’est le birapport de quatre droites concourantes, la formule du birapport dans le cas des droites utilisées ici,
et le fait que les homographies de coniques sont fixées par 'image de trois points distincts.

Le birapport se définit sur une droite projective. Sur P;(C), il n’y a pas de probleme, mais sur Py(R), il
faut prendre les quatre points projectifs sur une droite projective. Cela revient & se fixer un point de R?, puis
a regarder toutes les droites passant par ce point. Cela forme une droite projective. Quatre points projectifs de
P5(R) alignés sur une méme droite projective sont donc quatre droites se coupant en un méme point.

Proposition.

Soit C une conique propre et My, My, M3, M, quatre points sur cette conique. Alors pour tout M € C
différent des M;, le birapport [(M M), (M Ms), (M Ms), (M M,)] garde la méme valeur. On le note
[Mla M27 M37 M4]

M

M,

(0,1,0)

c (00,1)
1,1,1)

(1,0,0)

Démonstration. On se donne deux points A et B distincts sur C et non confondus avec les M;, puis on construit
C' comme sur la figure et on prend un nouveau point D distincts des précédents n’importe ot sur C. On définit
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le repere projectif (A, B,C, D) : A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) et D(1,1,1). Alors I’équation de la conique dans
ce repére est XY — T2 = O.E|

La droite (AMj) a une équation de la forme aX + bY + ¢I' = 0. On évalue en A pour trouver a = 0, puis
comme la droite 7' = 0 est (AB) et B # My, on a b # 0. On peut donc mettre I’équation de droite sous la forme
Y — AT = 0. De méme, les droites (BMp) peuvent se mettre sous la forme X — upT = 0.

On peut montrerﬂ que [(AMy), (AMs), (AM3), (AMy)] = [A1, A2, A3, A4] par une formule donnant le birapport
sur un faisceau de deux droites. Il en va de méme pour le birapport des (BM;) et des p;.

Puis on remarque que les coordonnées de M, vérifient XY —T2? = 0 et Y — A\, T = 0 donc ses coordonnées sont
(1:A%: M) On a de méme ses autres coordonnées avec les iy : My (uz : 1: ug).

En comparant les coordonnées (multiplier le premier par pj et le second par \;), on s’apercoit qu’il faut
Appir = 1. .

On pose 'homographie h(z) = 2 alors [A1, A2, Az, Ag] = [R(A1), h(A2), h(A3), h(A\y)] = [11, o, pi3, pa].

Cela conclut la preuve. O

,—{ Proposition. <

On appelle homographie d’une conique C toute bijection de C qui conserve le birapport.

Une homographie h d’une conique propre C possede un axe, c’est a dire une droite A telle que si on
se donne A € C et A’ = h(A), alors pour tout M € C, h(M) est construit comme 'intersection avec
C de la droite passant par A et par l'intersection de A et (A’M).

Toute homographie de coniques est alors caractérisée par un couple de points homologues A et
A" = h(A) et Paxe de 'homographie.

Démonstration. e Soit h une application comme définie sur le dessin. Alors h est une bijection et elle conserve
le birapport. En effet, prenons quatre points distincts M; sur C alors leur birapport est celui des (A’M;),
donc celui des (A’N;). Puis on sait par définition du birapport que celui-ci vaut le birapport des N;.[’| Le bi-
rapport est donc égal & celui des (AN;) puis a celui des (AM]) et enfin a celui des M, par le méme raisonnement.

e Réciproquement, soit h une homographie de la conique C. On se donne trois points A, B, C' de C distincts
et on note A’; B', C' leurs images par h. On note R l'intersection de (AB’) avec (A'B) et S celle de (AC") avec

1. 11 suffit d’écrire le polynéme homogene définissant C, d’écrire les tangentes en B et C' et d’évaluer pour trouver des conditions
simples sur les coefficients.

2. Ladegaillerie, p 131 : on connait la formule en excluant le point & linfini (on fait 7' = 1 et les équations précédentes donnent
des coordonnées de points sur une droite projective.). Pour prendre en compte celui-ci, il faut faire des déterminants 2 x 2. Bref ¢a
ne vaut pas le coup d’étre détaillé...

3. Ladegaillerie, p 55/119, par Thales.
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(A'C). On appelle A la droite (RS). Alors h est I'homographie d’axe A et telle que A’ = h(A) car elle coincide
avec cette homographie en trois points A, B et C. O

[Théoréme (Hexagramme de Pa,scal).]

On se donne six points distincts A, B, C, A’, B’, C' dont trois ne sont pas alignés, alors ces six
points sont sur une méme conique propre C si et seulement si les intersections P, Q, R de (AB') et
(A'B), (BC") et (B'C), (CA’) et (C'A) sont alignées.

Démonstration. e Si les six points sont sur un conique propre, alors il existe une unique homographie envoyant
Asur A') B sur B et C sur C’. Cette homographie peut étre définie comme celle d’axe (PQ) et envoyant A
sur A’, ou celle d’axe (PR) et envoyant B sur B’. On a donc (PQ) = (PR) donc I’axe passe par P, Q et R. Ils
sont bien alignés.

e Réciproquement, on définit C 'unique conique propre passant par les cing premiers points (existe car au
moins trois points ne sont pas alignés), et A la droite passant par P, @ et R. Alors I'homographie de C d’axe
A et envoyant A sur A’, transforme C en le point de la droite (AC’) sur C. Puis ’homographie de C d’axe A
et envoyant B sur B’, transforme C en le point de la droite (BC’) sur C. Ces homographies ont méme axe et
envoient A sur A’ : elles sont donc égales.

Les droites (AC") et (BC") s’intersectent uniquement en C’, donc I'image de C par cette homographie est C”,
et donc C’ se trouve sur C. O

Remarques : e Dans tout ce développement, je me place dans R? que j’injecte dans P5(R) en choisissant une
droite a l'infini. Quand je ne rajoute pas projectif apres les objets géométriques que j’utilise, c’est que je les
considere dans R?.

e Je redéfinis les homographies sur un ensemble de Py(R) de méme cardinal qu’une droite projective dans ce
développement. On peut montrer (Ladegaillerie, p 151) que ces nouvelles homographies vérifient toujours les
propriétés des "vraies" homographies, comme le fait qu’il existe une unique homographie envoyant trois points
distincts sur trois autres.

e Dans le théoreme de Pascal, I'ordre des points est indifférent, ce qui veut dire que d’autres intersections de
droites sont aussi alignées.

e Le théoreme de Pappus est ’analogue du théoréme de Pascal pour une conique dégénérée en deux droites
sécantes. Pour le prouver, on montre de méme qu'une homographie de droites a un axe, puis le reste du
raisonnement est le méme.

e Si le développement est trop court (aha quelle blague!), on peut prouver que 1’équation de la conique est bien
XY —T?, ou on peut prouver qu’une homographie de droites a un axe.
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Chapitre 46

Théoreme de structure des groupes
abéliens finis

Références : Colmez, Eléments d’analyse et d’algébre (et de théorie des nombres), p 250-252

On rappelle que 'exposant d’un groupe G est le plus petit entier n tel que pour tout g € G, g" = e. Comme
pour tous g, h € G, gh est un élément d’ordre ppcm(o(g),o(h)) car G est abélien, ’exposant est donc le ppcm
des ordres des éléments du groupe, et aussi le plus grand des ordres des éléments du groupe.

Théoréme.

Si G est un groupe abélien fini, alors il existe r € N et des entiers Ny, ..., IV, ou Nj est 'exposant
de G et N; 1|N; tels que

G ~ ﬁZ/NiZ.
=1

Comme G est un groupe abélien fini, les classes de conjugaisons n’ont qu’'un élément. On a donc n = |G|

représentations irréductibles de degré 1 par Burnside. R
Puis on remarque que les caractéres irréductibles sont des morphismes. Ce sont donc des éléments de G, le

groupe abélien des morphismes de GG dans Cc*.
Réciproquement, tout élément de G fournit une représentation irréductible, donc un caractere irréductible.

G est donc le groupe des caracteres irréductibles de G.

Lemme.

On pose 'application

. —
7
—

G
g
alors 4 est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. 1 est bien un morphisme de groupes car les caractéres sont des morphismes.
En effet,

i(gh)(x) = x(gh) = x(9)x(h) = i(g)(x)i(h)(X).
G

On a vu que G est ensemble des caractéres irréductibles. Il est donc de méme cardinal que G. On a ‘@ ‘ = |G|,

en appliquant le méme raisonnement aux éléments de G, qui sont les caracteres irréductibles sur G car G est
abélien.
D’ou |G| = |G|.

Il suffit de montrer que i est injectif.
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Soit g € G tel que i(g)(x) = 1 = i(e)(x). Alors Vx € G, x(g) = x(e) = 1.
On décompose 1, dans la base des caracteres.

gy = D (Ligy 00X

xXeG

= 3 & X Tty

xeG | heG

On a donc en évaluant en e :

D’ott g = e et i est bien injective. O

G et G ont méme exposant.

Démonstration. Soit N I'exposant de GG, on a Vy € @, Vg€ G,
9) = x(9)" = x(g") =x(1) = L.

L’exposant de G est inférieur ou égala N. R
On peut appliquer le méme raisonnement a G pour obtenir que N est inférieur ou égal a 'exposant de G (car

XN (

G et G ont méme exposant par le lemme précédent).
Cela donne le résultat. O

Passons a la preuve du théoréme.

Démonstration. Démontrons le théoréme par récurrence sur n = |G|.
Pour n = 1, le résultat est évident.
On suppose n > 1, notons N; l'exposant de G.

e Par le lemme précédent, il existe un élément x; € G d’ordre Ni. On a donc Vg € G, )(1(g)N1 = 1.
Donc x1(G) est un sous-groupe des racines Nj-iemes de I'unité et on a égalité car y; est d’ordre exactement
Ni.

9;
Soit x1 € G tel que x1(z1) = exp <J\1;T> et soit p 'ordre de z7.
1

9
On sait que p divise Ny. Puis x1(z]) =1 = exp (]Z\me>, donc Nj divise p et finalement z; est d’ordre Nj.
1

e On pose H; = {x1). Montrons que G ~ H; x Ker(x;). Comme Hy ~ Z/N,7Z et |Ker(x1)| < n, on aura le
résultat en appliquant ’hypothése de récurrence.

.
En effet, si on décompose Ker(x1) en HZ/N,-Z avec N;11|N;, alors comme les éléments de G sont d’ordre
. i=2
divisant Ny, on aura G ~ HZ/NiZ avec N;y1|N;.
i=1
X1 induit un morphisme surjectif o de H; sur Uy, , puis par égalité des cardinaux, « est un isomorphisme.

Soit x € G, alors
r=a"(x1(2) (@ (a@)) " =

Par définition de o, a™!(x1(z)) € H;.

Puis
v (@7 0a@) ™ ) = xa (0 ta@)

) x1(@) = () @ =1,
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donc (ofl(xl(:c)))_1 x € Ker(x1).

On a donc bien G = H; Ker(x1).

On a aussi H; n Ker(x1) = {e} car x; est injectif sur H;.

11 vient donc que G ~ H; x Ker(x1), ce qui termine la preuve. O

Remarques : e On peut déduire de ce résultat le théoreme de structure des groupes abéliens de type fini.
On applique le théoréme précédent au sous-groupe de torsion 7', puis on peut prouver qu’on peut écrire G ~ T x L
avec L sans torsion. On montre en se donnant une base que L est isomorphe & Z?. Cela donne le résultat.

e Ce résultat peut étre généralisé en le théoreme de structure des modules de type fini sur les anneaux princi-
paux.

Adapté du travail de Alexandre Bailleul.
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Chapitre 47

Théoreme de Welerstrass

Références : Zuily, Queffélec, Analyse pour l'agrégation, p 518-519 (et p 114-115)

Théoréme.

Soit f : [0,1] — C continue. On lui associe ses polynémes de Bernstein définis pour tout n > 1 par

B, = éo (Z) Xk(1 - X))k (ﬁ) .

3 1
_Bn e’ S a = >

ot w est le module de continuité uniforme de f[% De plus, cette estimation est optimale.

Alors pour tout n > 1,

a. Pour tout h € R, w(h) = sup (|f(z)— f(y)|). Celui-ci tend vers 0 en 0 par uniforme continuité de f (théoréme
lz—y|<h
de Heine). On le définit sur R pour ne pas avoir de probléme ensuite.

Démonstration. Commengons par fixer un z € [0,1]. On considére une suite (X,), de variables aléatoires
indépendantes de Bernoulli de parametre x. Pour n > 1 on notera

Sp = Y Xp.
k=1
Remarquons que 1'on a, pour n > 1,
E(Sn) =nz,
Var(S,,) = nz(l — z),
et

(2§ (oo () e

Soit n = 1. Par le constat précédent on peut écrire

On aura besoin du lemme suivant :
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Pour tous A, h € [0,1], on a w(Ah) < (A + 1Dw(h).

Démonstration. La fonction w est croissante. En effet, si h < k' alors
{If@) = fW) Iz =yl < h} < {|f(2) = f(¥), |z =yl < B}
d’ott w(h) < w(h).
Ensuite, celle-ci est sous-additive :

Soient ¢ et ty dans [0, 1] tels que t1 + t2 € [0, 1]. Soient u et v dans [0,1] tels que |u—v| < t; +t2 et u < v,
et soit w dans [0, 1] tel que |u —w| < t1 et |[v — w| < t2. (On peut prendre w = u + ¢ par exemple)

Alors on a

d’ott w(ty + t2) < w(t1) +w(t2) en passant & la borne supérieure.
On en déduit par une récurrence immédiate que sin € Net h € [0, 1] sont tels que nh € [0, 1] alors w(nh) < nw(h).

Soit donc A et h dans [0,1]. Comme |[A] < A < |A] + 1 on obtient

h)

Par le lemme on a
Sn
r— ="
n

(] < (o 3o (),

Ainsi, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (||.||1 < ||.||2 comme on a une mesure de probabilité), on
obtient
" 1)

o5
J

S

() (-
() e

n

n
xr— —
n

N

S, S, S,
De plus, E (") = ¢ donc ||z — ==|| n’est autre que la racine carrée de la variance de ==, qui vaut
n n ||y n
1 1 z(1 —x)
On a donc

(2) = Bu(a)] < w (jﬁ) (1 + /(i —2)).

1
Or le polynéme X (1 — X) admet son maximum sur [0, 1] en 3 (simple étude de fonction), ce maximum valant

1
—. Finalement,
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CHAPITRE 47. THEOREME DE WEIERSTRASS

et la majoration étant uniforme, on a bien
3 1
||f - Bn”w < 5&1 (\/ﬁ> .

Pour montrer que cette estimation est optimale, on va exhiber une fonction f telle que pour tout n > 1,

1f = Bull > Cw (jﬁ) ,

ou C' est une constante strictement positive.

1
T =3l continue sur [0, 1] et dont le module de continuité uniforme vérifie

On considere la fonction f : z +—

Yh e [0,1], w(h) < h (seconde inégalité triangulaire). En gardant les mémes notations que précédemment, pour

||f—Bn||1>‘f< >_B(;>‘
= (- %)

1
= %]E (125, —nl)

xzietnzl,ona

N = N

_ S
n

1
= %Hgl + - +€n||17

ou pour tout 7 € {1,...,n}, &; = 2X; — 1 est une variable aléatoire de Rademacher.

n .
On va montrer que ||le; + -+ +epll1 = \/7 ce qui prouvera que
e

1 1
||f_Bn||x = T\@w (ﬁ)

et terminera la preuve.

Jn

n
e
Posons f =¢e1+ -+, et g = (1 + ij>. On a presque surement
j=1

n

I1 (1—}-23%)‘ =1 <1+‘f>1/2 < ﬁexp (i)m:\@

=1

lg|l =

car pour tout j € {1,...,n}, E? =1psetVreR, 1+ x < exp(z).

De plus,

IE(f9)l

Il Il
M= 1Ps
&=
= O
Iz
Yoo
™ ~.
a‘i S
X S—"
= N—
o>
+
Q‘ -~
S—

=1 \ k=1
7 \kE
=./n
car les € sont centrées et indépendantes.
Finalement, on a /i = [E(f9)| < E(fg]) <|Ifll1/lgll < Vellfll1, d'ott le résultat. O

Remarques : ¢ En pratique, on ne prouve ni la croissance, ni la sous-additivité de w pour avoir le temps de
tout faire.

Adapté du travail d’Alexandre Bailleul.

1. Cette inégalité est appelée inégalité de Khintchine.
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Chapitre 48

Théoréeme des extrema liés

Références : Gourdon, Les maths en téte - Analyse, p 317 et p 327
Beck, Malick, Peyré, Objectif agrégation, p20 (pour 'interprétation géométrique)

[Théoréme (Théoréme des extrema liés).]

Soient f, g1, ..., gr des fonctions de classe C' d’un ouvert U — R"™ dans R. On pose I' = {z €
U gi(zx) = -+ = gr(z) = 0}.

Si fir admet un extremum relatif en a € T', et si les formes linéaires Dgy(a), ..., Dg-(a) sont linéai-
rement indépendantes, alors il existe des réels Ay, --- , A\, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels
que

Df(a) = Z AiDg;i(a).

Démonstration. e Soit s = n — r. On peut identifier R™ & R® x R". On écrit donc les éléments de R"™ comme
(z,y) o z = (z1,...,zs) et y = (Y1, -, Yr)-

Posons a = (a, f) € R®* x R".

Déja, r < n car les formes linéaires Dyg;(a) forment une famille libre et la dimension de 'espace dual de R™ est
n. De plus, si r = n, le théoréme devient évident car les Dg;(a) forment une base de (R™)*.

On peut donc supposer que 7 < n, ie s > 1.

e Les formes linéaires (Dg;(a)), ¢;<, forment une famille libre, ainsi la matrice :

991 091 .\ 99 091
22, (a) 2. (a) 0 (a) 2, (a)
o9, dg, dg. dg.
50 (@) 7o (@) 5,0 5, (@

est de rang r[]
On peut donc en extraire une sous-matrice r x r inversible. Quitte a changer le nom des variables, on peut

supposer que :
das
det < Ji (a)> # 0.
dy; 1<i,j<r

Ce qui peut se reformuler, en posant g := (g1, ..., gr) par : Dyg(a) est inversible.

e D’apres le théoréme des fonctions implicites, on peut donc trouver un voisinage ouvert U’ de o dans R?,
un voisinage ouvert Q de a = (a, §) dans R" et une fonction ¢ = (¢1,...,¢,) : U — R" de classe C* tels que :

(xelU’, (x,y) € Qet g(z,y) =0) & (y = p(x)).

En d’autre termes, sur un voisinage de a, les éléments de I" s’écrivent (z, ¢(z)). Comme a € ', on a 8 = p(a).

1. Il y a r lignes donc le rang est au plus r. Puis les r lignes sont indépendantes donc le rang est au moins r.
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CHAPITRE 48. THEOREME DES EXTREMA LIES

Posons 9 1= (¢1,...,%,) : 2 € U < R® — (z,¢0(x)). Alors ¢)(z) € T par le TFIL. Posons également, sur U’,
h=fo1.

Comme h(a) = f(a), h admet un extremum local en « (car f admet un extremum local sur I' en a).

Ainsi, pour tout 7 € [1, 5],

A )20y + 37 Dot
0= 6:17, § 5z, Vg, @ ; oy ) e
; Wy _ Vstj _ 0pj fant -
En remarquant que Yj € [[1, s], Er di,j et que Vj € [1, ]] or = om . Et comme a = 9(«), on obtient :

(o + 3 28 () ) = 0

ox; — ox; 0y;

De plus, g o1 est nulle sur U’ donc pour tout &k € [1,7] c’est également le cas pour g o). Donc, par un calcul
similaire & celui du dessus, pour i € [1, 5] :

B+ 3 ) =0

Si on considere donc la matrice :

of of of of
(93:1( a) - o, (a) 6y1( a) u (a)
@(a) .. oo (a) @(a) L (a)
M = a‘rl axs ayl ayr
agr agr agr 0gr
(91‘1() 6305() 0y1() 6yr()

Les s premiers vecteurs colonnes de M s’expriment, d’apres les deux formules aux dérivées partielles ci-dessus,
linéairement en fonction de ses r derniers vecteurs colonnes, donc rg(M) < r. Ainsi les r+1 lignes de M forment
une famille liée.[]

Ceci entraine l’existence de réels pg, .. ., 4 non tous nuls tels que :

poD f(a) + p1Dgi(a) + -+ + prDg,(a) =0

Comme la famille (Dg;(a)); est libre, ug # 0 donc en posant \; = e pour i € [1, 7], on obtient
Ho

a) = 2 AiDg;(a)
i=1

Interprétation géométrique du théoréme : (d’apres Objectif Agrégation p 20)

I' n V, est une sous-variété pour V, un certain voisinage de a.

Pour montrer cela, on commence par enlever des coordonnées comme dans la preuve pour obtenir la matrice
(Dg;) de taille r x r de déterminant non nul. Par continuité du déterminant, il existe un voisinage de a ou le
déterminant est non nul, donc ou les Dg; sont linéairement indépendants.

Puis on montre si les Dg;(x) sont linéairement indépendants alors la matrice DG(x) des Dg;(x) est surjective
(donc on a la submersion voulue). En effet, Ker(DG(z ﬂKer (Dgi(z)) = ﬂ(Vgi(x))J‘ = Vect(Vg;(z))*

et par indépendance, Vect(Vg;(x)) est de dimension r, d ol Vect(Vgi(z))t est de dimension n — r. Donc la
dimension de I'image est égale a r, ce qui montre la surjectivité.

L’égalité Df(a Z AiDg;(a) nous donne ﬂ Ker Dg;(a) c Ker Df(a). C’est méme une équivalence. >

La caractérlsatlon de Pespace tangent pour les sous variétés implicites est {h € R", Dg;(a)h = 0,Vi}. Le

2. Plus précisément, ca vient de rg(* M) = rg(M), le rang des vecteurs lignes est égal au rang des vecteurs colonnes de M. Cette
propriété vient d’elle méme en faisant un pivot de Gauss pour se ramener & une matrice avec une diagonale de 1 et des 0 partout.
3. On le montre en utilisant qu’en dimension finie (FO)i = F, cf FGNall ex 6.27
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CHAPITRE 48. THEOREME DES EXTREMA LIES

théoréme des extrema liés donne donc que D f(a) est nulle sur 'espace tangent a ' en a. Cela s’écrit aussi
VheT,< Df(a),h >= 0, donc le vecteur D f(a) est orthogonal a I'espace tangent en a.

— En exemple, on prend f(z,y) = z? sur I’ = {(x,y) € R? g(x,y) = 2? +y* — 1 = 0}. Les points extrémaux
+2

sont (£1,0) et (0,%1) et les vecteurs correspondants sont D f(+1,0) = 0 ) et le vecteur nul pour les deux

autres. On a la figure suivante (ol sont tracés les espaces tangents affines) qui représente l'orthogonalité de

Df par rapport a I'espace tangent aux points ou D f est non nulle.
A

Tr(—1,0) Tr(1,0)

En fait, 'exercice sur les directions principales d’une quadrique (Rouviere, ex 129) est la généralisation en
dimension 3 de cette vision. On pose f(z) = |z|* et Q la forme quadratique définissant Dellipsoide. Alors les
points extrémaux sont atteints quand le vecteur x est orthogonal a ellipsoide. Un rapide dessin montre que
cela arrive seulement pour les directions principales.

Remarques : e Il existe une version sous-variété de ce théoréme présente dans le Avez de calcul différentiel.
Elle trivialise la démonstration mais ne donne pas les multiplicateurs de Lagrange. Il y a du travail apres.
e Une application du théoréme des extrema liés est la preuve de I'inégalité arithmético-géométrique. (Gourdon,

p319)
Idée : on pose f(x1,...,x,) = x1... 2y, et g(x1,...,2,) =21 + -+ + 2, — s. On applique le TEL et on trouve
n
A= f(a)’ donc les a; sont constants (& f) et f(z) < (f) sur ensemble I' = {z € (R*)",in = s}.
a; n n

1
e Une autre application du méme type est la mise en boite a peu de frais de ’exercice 128 du Rouviere.
e Une derniére application est la preuve du théoréme spectral. On a juste & maximiser z — (u(z),z) sur la
sphere unité.

Adapté du travail de Laura Gay
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Chapitre 49

Théoremes d’Abel et taubérien faible

Références : Gourdon, Les maths en téte - Analyse, p 249-251
Chambert-Loir, Fzercices de Mathématiques pour I’Agrégation 1, 6.3

[Théoréme (Théoreme d’Abel).}

Soit f(z) = Z a, 2" une série entiere de rayon de convergence R > 1 telle que 2 a, converge.

n=0 nz=0

Soit 0y € [0, g[ et Ag, = {z€ B(0,1),3p > 0 et O € [—by, O] tels que 1 — z = pe'?},
alors ll_)rr% flz) = Z -

2€A¢, nz=0

AV

\

Le domaine Ag,

Démonstration. Soient S = 2 an et R, = Z ag,onaa, =R, 1 — R,.

k>n

Soit z € B(0,1), alors f(2) =S =Y an(z" —1) = Y (Ruc1 — Rp)(2" = 1) = (z = 1)) Ry.2™.
Soit € > 0, on choisit N tel que Yn > N, |R,| < e.
N ‘

‘ N
— —1
Alors |f(z) = S| < |z — 1] Z R,.z"| +¢el|z —1] Z |2]" < |z — 1] Z |R,| +£|1Z_ |z:
n=0 n=N+1 n=0
N
Soit o > 0 tel que |z—1|<o¢:>|z—1|2 |R,| < e.
n=0
R L |
Il ne reste donc plus qu’a majorer =
— |z
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CHAPITRE 49. THEOREMES D’ABEL ET TAUBERIEN FAIBLE

On prend z € Ay,, donc z est de la forme 1 — pe'® avec p > 0 et |p| < fp. On a |z|> = 1 — 2pcos(p) + p*.

=1 Jr—1 p
D’ = 1+ =——(1+ < < .
MR T T @ =2 U ) S 2 =5 S 2eost@) =5
. z—1] 2 2
Si on pose p < cos(fp), on a < =

1—|z] = 2cos(fy) — cos(fg)  cos(fp)’
2
Conclusion : si on prend z € Ay, et |z — 1| < min(a, cos(6p)), on a |f(z) — S| <e (1 + cos>'

(6o)

Donc hm f(z)=8= Z Q. O

zEAgO nz0

N (=" - o s .
Applications : e Z 1 converge comme série alternée grace au critére de Leibniz.

n
nz=0
n

D’ou Z 1 = lim arctan(z) = T en appliquant sur la droite réelle le théoréme (6y = 0).

= 2n+1 a1 4

(_1)n—1

e De méme, on a Z = In(2).

n=1
On va maintenant démontrer une réciproque partielle du théoréeme d’Abel dans le cas ou a,, = o <) et oll
n

on ne demande que la convergence avec 6y = 0.

[Théoréme (Théoréeme taubérien faible (Alfred Tauber)).]

Soit Z a, 2" une série entiere de rayon de convergence R > 1 et f sa somme sur le disque unité de
n=0

1
C. On suppose qu’il existe S dans C tel que lim1 f(x) =8, alors si a, = o (), E a, converge et
T—

<l n=0
5x
= 2, an
n=0

Démonstration. On pose S,, = Z ag- Le but est de faire converger S, vers S. Soit donc € > 0.
k=0

n
Sur B(0,1), on a S, — f(z) = Zak (1—2z") Z apx®.
k=0 k=n+1
Or (1—zF) = (1—x)(1+x+ 42 < (1 - x)k, donc
e
o Klag|
1Sn = f(@)| < (1 =) Zk|a|+ 2 .
k=n+1 n+l
Puis (k|ag|)x converge (Vers 0) donc on peut choisir un majorant M de cette suite. On peut aussi choisir Ny tel
que Vk = Ny, k|ag| < 2.
2 X 2

On a ¥n > No, S, — f(2)] < (1 —2)M(n+1 F<(l—a)Mn+1) + —— .

natn > N[5~ f] < (=DM D+ 5y Bl < 0= ) + oy

D Sp — 1 <(M+1

one 18, ~ £ (1= 57 ) 1< OV + e

Pour finir, f(z) converge vers S quand x — 1, donc il existe N1 = Ny tel que |f(1 — il)_S| <e Vn =N
n

Conclusion : |S,, — S| < |S, — f(1 — 7)| +[f(1— ?) S| < (M + 2)e. Donc S,, converge vers S. [

- . 1 , A -
Remarques : e Ce théoréme reste vrai si on suppose seulement a,, = O | — |, c’est le théoreme taubérien
n

fort de Hardy-Littlewood. Il se prouve avec le théoreme de Weierstrass.
e La réciproque du théoréme d’Abel est fausse dans le cas général.

1 1
Par exemple, Z( 1)™ diverge et |hle: )t = lll‘gil it
< z|<
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Chapitre 50

Théoremes de Chevalley-Warning et
Erdos-Ginzburg-Ziv

Références : Zavidovique, Un max de maths, p 32
Serre, Cours d’arithmétique, p 12
Bourgade, Olympiades internationales de mathématiques - 1976-2005, p 87

Théoréme.

Soient k£ un corps fini a ¢ = p™ éléments et m un entier naturel non nul. On considére A un ensemble
fini et (fy)aea une famille de polynémes de k[X1,. .., X,,] telle que

Z deg f, < m.

acA

Soit V' Pensemble des racines communes aux polynémes f,, alors #V =0 mod (p).

Pour commencer, on a besoin de démontrer le lemme suivant sur les sommes de puissances dans les corps
finis.

Soit © un entier naturel. Alors :

e

{ —1 siu>=1et g—1divise u
zek

0 sinon

Démonstration. Notons S(X") la somme mise en jeu. Si u est nul, le résultat est immédiat tandis que si u est
divisible par ¢ — 1, alors
S(X")=0"+ > l=¢g—1=-1.

zek*

Enfin, si u = 1 et n’est pas divisible par ¢ — 1, sachant que k* est cyclique, il existe y € k* tel que y" soit

différent de 1. On a alors :
S(X") = >l at= ) (ya)" = y"S(X").

rek* zek*

Comme y" est distinct de 1, il s’ensuit que S(X") = 0. O

Démonstration. Considérons le polynéme

P(Xy,.. X)) = [ = £ N (XL X)),
acA

Remarquons dans un premier temps que P est la fonction caractéristique de V :
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CHAPITRE 50. THEOREMES DE CHEVALLEY-WARNING ET ERDOS-GINZBURG-ZIV

e Six e k™ vérifient f,(x) = 0 pour tout a € A, alors P(x) = 1.

e Sixz e k™ n'est pas un élément de V, il existe a € A tel que f,(z) ne vaille pas 0, alors par théoréme de
Lagrange, f,()? ' =1 et donc P(z) = 0.

On en déduit alors que P = 1y, donc

S(P):= > P(x)=#V mod (p).

xek™
Par hypothese sur les degrés des polynomes f,, il vient que deg P < m(q — 1). On peut donc écrire
P= > X"
lu|<m(g—1)

ou les «, sont des éléments de k. A partir de la :
SP)y= > > awat= D a,SXY),
z€FY |ul<m(g—1) |u]<m(g—1)
avec
VueF': S(X") = Sy ae = Y D) ke | =[S
(:Eh...,a:,,,b)elF;” z1€F, zm€Fy i=1

Or, si |u| < m(g—1), il existe ¢ € [1,m] tel que u; < ¢ — 1 donc d’aprés le lemme précédent, S(X“) = 0 ce qui
entraine que S(P) = 0 et le résultat s’ensuit. O

A présent, on utilise le théoréeme de Chevalley-Warning pour démontrer le théoreme d’arithmétique d’Erdos-
Gizburg-Ziv.

[Théoréme (Théoréme d’Erdés—Gizburg—ZiV).]

Soit n un entier naturel non nul. Alors parmi 2n — 1 entiers aq, ..., as,_1, on peut en trouver n dont
la somme est divisible par n.

Démonstration. Notons EGZ ’ensemble des entiers naturels vérifiant la propriété énoncée dans le théoreme
précédent. L’objectif est de montrer que EGZ = N.

Soit p un nombre premier. Montrons que p est élément de EGZ. Soient pour cela aq,..., a2, 1 des entiers.
Considérons les deux polynémes de F,[X] suivants :

2p—1
Pl(Xla"'7X2p71) = Z X]f_17
k=1

2p—1
PQ(X]_, ey Xgpfl) = Z ainf_l.
k=1

Ces deux polynomes vérifient deg P; + deg Po = 2p —2 < 2p — 1 ont (0,...,0) pour racine commune donc
d’apres le théoreme de Chevalley-Warning, ils posseédent une racine commune non nulle (z1, ..., z2p—1). D’apres
le théoreme de Lagrange, pour tout = de Iy, 2P~ = 1 si est seulement si x est non nul donc en notant W
I’ensemble des indices ¢ pour lesquels x; est non nul, il vient

Pl(fﬂl,...,l’gp_l) = Z xfil = |W| = 0.
iEW

Ainsi, |W| est un entier divisible par p vérifiant 1 < |W| < 2p — 1 donc |W| = p et on note W = {iy,...,4,}.
Vient ensuite

p
PQ(.Il,...7I2p_1) = Z aij = O
7j=1

donc p divise a;, + ... +a;, et le résultat est démontré.
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CHAPITRE 50. THEOREMES DE CHEVALLEY-WARNING ET ERDOS-GINZBURG-ZIV

Montrons a présent que EGZ est stable par multiplication. D’apres le théoreme fondamental de 'arithmé-

tique, la démonstration sera achevée. Soient donc m et n deux éléments de EGZ. Considérons ay, ..., @omn_1
entiers. Etant donné que n € EGZ, il existe I; < {1,...,2mn — 1} de cardinal n tel que

Z a; =0 mod (n).

i€l
De méme, il existe Iy < {1,...,2mn — 1}\I; de cardinal n tel que

Z a; =0 mod (n).

i€ls

On termine ce procédé apres avoir construit ’ensemble d’indices Io,, 1 car au bout de 2m — 2 étapes, il reste
2nm — 1 — (2m — 2)n = 2n — 1 entiers. Pour tout j € {1,...,2m — 1}, on considere lentier ¢; défini par

Z a; = Cjn.

iEIj
Alors comme m est un élément de EGZ, on peut considérer J c {1,...2m — 1} de cardinal m tel que

Z ¢; =0 mod (m).

jeJ
A partir de 14 :

ZZ%zn(ch)EO mod (mn)

jeJ i€l jedJ

ce qui termine la démonstration. O

Remarques : e Il faut savoir que la quantité 2n — 1 dans le théoreme d’Erdés-Gizburg-Ziv est incompressible
comme le montre I’exemple constitué den —1 70" et n —1 "1”.
e Il existe une autre méthode plus combinatoire pour démontrer que les nombres premiers sont éléments de
EGZ. Etant donnés p un nombre premier et a1, . .. azp_1 des entiers, on considere pour tout J < {1,...,2p—1}
la somme S; = Z x;. L’idée est alors de calculer de deux manieres différentes la quantité

icJ

Y= > sht.

Jc{l,...,2p—1} + #J=p

Tout d’abord, 5971 est la somme de divers mondémes de degré p — 1 faisant intervenir k facteurs (1 < k <p—1)
que l'on peut écrire sous la forme )\xlll” xfk”“ . Ce type de monoéme se retrouve, avec le méme coefficient,
2p—1—k
p—k
contenant 44, ...,%; puis de choisir les p — k indices restants dans les 2p — 1 — k indices disponibles. Ainsi, apres
11—
p—k

dans le développement de S; pour ( > ensembles J distincts : il suffi d’avoir pour J un ensemble

2 k
le développement complet de ¥, tout monoéme est un multiple de < P > donc est divisible par p. L’entier

> est donc nul dans F,,.

D’autre part, si aucun des S; n’était divisible par p, on aurait pour tout .J, Sf_l =1 mod (p) et o est non nul
modulo p. Ceci continue une contradiction avec le paragraphe précédent donc il existe J de cardinal p tel que
Sy =0 mod (p).

Adapté du travail de Paul Alphonse, Justine Velly et Joséphine Boulanger
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Chapitre 51

Théoremes de Schauder et de
Cauchy-Arzela-Peano

Références : Chambert-Loir, Analyse 1, p 79

Théoréme.

Soit E un R-espace vectoriel normé. Soit C' € E un convexe fermé non vide. Soit f : C — C une
application continue telle que f(C) est compact dans E.
Alors f admet un point fixe.

La preuve utilise le lemme suivant, un théoreme de point fixe en dimension finie s’appuyant sur le théoréme
de Brouwer. On le prouvera en remarque.

Lemme.

Soit C' = R™ (n = 1) un convexe compact non vide. Soit f : C — C une application continue.
Alors f admet un point fixe.

Passons a présent a la preuve du théoréme de point fixe de Schauder.

Démonstration. Comme C est fermé et f(C) < C relativement compact, f(C) est un compact de C. On va
utiliser la propriété de Borel Lebesgue pour se ramener a un convexe de dimension fini et utiliser notre lemme.

Soit n € N*. Il existe ci,...,c,, € C tels que f U B( cl,f On considére E,, = Vect(cq,...,cm) €t

C, = Conv(cy,...,¢n). En dimension finie, Penveloppe convexe d’un compact est compacteﬂ donc C,, est
compact dans F,, qui est de dimension finie.
On va pouvoir appliquer notre lemme & la fonction suivante :

fn:Ch—C,

max(0. 3 = ||f(x) ~ cil)
“’ZZJ a0, T @ =)

Par le recouvrement de f(C,) c f(C), on a que le dénominateur ne s’annule pas sur C,,, de sorte que f,, est
bien continue. Par le lemme il existe donc x,, € C), tel que fn(z,) = Tp.

1. Soit A une partie de &, espace affine de dimension finie n. Le théoréme de Carathéodory donne que tout point de Conv(.A)
est combinaison convexe d’au plus n + 1 éléments de \A.
On pose K l’ensemble des n + 1-uplets de [0, 1]"+1 dont la somme fait 1. K est un compact de R™**1.
On pose
e Kxemtl 5 ¢
T ((toy - tn), (Ao, .o, An)) > toAo + tnAn

alors f est continue et comme Conv(A) = f(K x A™!) Conv(A) est compact.
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Montrons pour conclure que f,, vérifie la propriété suivante :

Vo e Cy, [|fu(x) — f(@)|| <

s |-

m

1
Soit donc z € Cy,. Comme f(z) € U B (ci, 1) onpose I ={ie{l,..,m}, f(x)e B (ci, >} et pour ¢ € I on
n n

=1

1
prend y; € B(0,1) tel que f(z) = ¢; + —y;. On peut alors écrire :
n

T e i e
) = f)l = | s T e~ @

S Y
g2 e e TiCEL ”H

3 -yl 1
i
||yl

<SS Ao || yill

;Zjel( — lly;lD) »

< Dier(X = lwil]) 1 -

2er( = lly;l) n

1

X
n

On peut maintenant mener le raisonnement suivant : comme f(C') est relativement compact dans C| il existe
une extractrice ¢ et c € C' tels que f(z,(n)) — c. Alors

||f<p(n)(x<p(n)) - C|| < ||f<p(n)(x<p(n)) - f(x@(n))” + ||f(x<p(n)) - C||
1
< —— 4+ ||f(zpm)) —c|| = 0
donc Ty (n) = fo(n)(Tpm)) = ¢ Or f est continue donc f(z,(n)) — f(c). Comme on a déja f(z,em)) — ¢, on en
déduit que f(c) = ¢ ce qu’il fallait démontrer. O

L’application phare du théoréme de Schauder est le théoreme de Cauchy-Arzela-Peano.

Théoréme.

Soit I un intervalle ouvert de R, Q un ouvert de R" et f: I x £ — R" une application continue.
Alors, si tg € I et yg € 2 sont donnés, le probléme suivant admet au moins une solution y de classe
C' définie sur un certain intervalle dans I de la forme [to — T, to + T'] avec T > 0.

oY) = fty(t)
(P): { Yy (to) = %o

Démonstration. e Cylindre de sécurité

Comme I et Q sont ouverts, il existe Cy = [to — To,to + To] x B(yo,70) un cylindre inclus dans I x €.

Cy est compact donc f est bornée sur Cj par une constante M.

Soit T' < Tp, et y une solution du probléme définie au moins sur Iy < [to — T, ¢ + T]. Supposons qu’elle sorte
du cylindre C = [to — T,to + T] x B(yo,70) au temps 7 € [to — T, to + T] alors, par continuité,

f Y (w)du

Donc si T' < min (To, %), alors toute solution définie sur Iy  [tg — Tty + T reste dans la boule B(yg, o).

ro = |y(7) — yo| = < TM.

On nommera cylindre de sécurité Pensemble [to — T, to + T'] x B(yo, 7o)

e Application de Schauder o
On note E = C([to — T,to + T],R™) et C' = C([to — T,to + T], B(yo,70)). Alors E est un R-espace vectoriel
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normé et C' est un convexe fermé non vide.
Pour y € C, on appelle ¢(y) la fonction définie sur [tg — T, to + T'] comme suit :

t
600 =0 + | Flausy(w)du.
to
Par convergence dominée, ¢ est continue, puis comme MT < rg,ona ¢: C — C.

Supposons que ¢(C) est relativement compacte, alors par le théoréme de Schauder, on a existence d’un point
fixe dans C' de ¢, c’est & dire une solution a notre équation différentielle définie sur [t — T, to + T].

e ¢(C) est relativement compacte
[to — T,to + T'] est compact.
¢(C) est bornée par rg en norme infinie.
Puis si y € C et ty, ta € [to — T, to + T alors
t1
fu,y(u)))du

lo(y)(t1) — @(y)(t2)] = < Mty —tof.

to

On en déduit que les fonctions de ¢(C') sont M-lipschitziennes sur [t — T,to + T'], donc forment une famille
équicontinue.
Le théoréme d’Ascoli permet alors de dire que ¢(C) est relativement compacte. O

Remarques : o L’exemple classique d’application de Cauchy-Peano est le probléme suivant

{ y'(t) = Vy(t)
y(0)=0

t—t)?
On trouve & ce probléme une infinité de solutions de la forme y(t) = %]l[to’m[(t).

e Voici a présent la preuve du lemme.

Démonstration. La preuve consiste 4 construire un homéomorphisme entre C' et la boule unité fermée de R?
pour un certain d, le théoreme de Brouwer permet alors de conclure.
Tout d’abord, on se ramene au cas ou 0 € C de la maniére suivante :

-SiCo# o, soit c € é’, alors ¢’ = C' — ¢ est un compact convexe de R™, f' : . — f(z + ¢) — ¢ est une
application continue de C’ dans lui-méme, et 'existence d'un point fixe de f équivaut & 'existence d'un
point fixe de f'.

-SiC = &, alors il existe un hyperplan affine de ' contenant C'. En effet, raisonnons par contraposée et
montrons que si C' contient (n + 1) points affinement indépendants alors C' est d’intérieur non vide.
Soient ¢, ..., ¢, € C des points affinement indépendants ; alors (¢; — o, ..., ¢, — ¢o) forme une base de R".
Notant (eq, ..., €,) la base canonique de R", et ¢ € GL(R") endomorphisme envoyant e; sur ¢; — ¢o pour
tout 4, lapplication affine F' : x — ¢o + ¢(z) réalise un homéomorphismeﬁ de A = Conv(eg, e, ..., ep)
sur V = Conv(cg, ...,c,) ot 'on a noté eg = 0 et Conv(zyg, ..., z,) I'enveloppe convexe de {xg, ..., zy}.
Reste a voir que A est d’intérieur non vide ; comme on est en dimension finie, on dispose de 1’équivalence
des normes, on montre donc ici que A contient une boule pour la norme infinie. Rappelons que, puisque

n n n
3nA
ep=0onaA = {Z)\iei, A =0, ZAisl}. On pose = = Z)\ei pour un A > 0 tel que 5 < 1.
=1 i=1 i=1
A , S . A
Alors B = By .. z, 5 c A. En effet, si y = Zyiei € B alors pour tout i, |\ — y;| < 5 donc
i=1
A 3A = 3nA
yie]z,Q[doncyi =0et ;yl < 5 < 1 donc y € A.
On considére alors C' comme un convexe de R™ 1. Par récurrence sur la dimension, initialisée & 0,
dimension pour laquelle C' est un singleton et le théoreme acquis, on peut donc supposer C d’intérieur
non vide.

On suppose donc que 0 € C. Cela implique qu’il existe € > 0 tel que B(0,¢) c C. Par ailleurs, comme C' est
compact il existe M > 0 tel que C' = B(0, M). On considére alors 'application suivante, dite jauge de C :

p:R" - R*
cx —»inf{t >0 zetC}

Montrons quelques propriétés de p :

2. Voir Chambert-Loir
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1. VzeR", ze C & p(x) < 1.
L’implication directe est claire. Pour 'autre, il faut distinguer deux cas :
Si p(x) < 1, alors il existe t € [0,1] tel que = € tC, donc il existe ¢ € C tel que x = tC. Ainsi
r=(1-1t)0+tceC.
Si p(x) = 1, on prend une suite t,, tendant vers 1 telle que x = t,¢, avec ¢, € C. C est compact donc on
peut supposer que ¢, converge (vers ¢ € (). Alors en passant a la limite, on obtient x = c € C.

2. Yz e R", YA e RT, p(Ax) = A\p(x).

t
En effet, c’est clair pour A = 0, et pour A > 0 cela résulte de ce que pour tout t = 0: Az e tC <z e -C.

A
ozl [l - _ _
3. Vz e R", i < p(x) < . En particulier p(z) =0 < = = 0.
€
En effet, pour tout x € R", -2 ¢ B(0,e) € C donc x € MC donc p(z) < M
||| € €
Puis pour tout ¢ = p(z) tel que x € tC on a % e C < B(0,M) donc ||f—|| < M donc % < t, ainsi :

10 < e,

4. Vx,y € R", p(z +vy) < p(z) + p(y) et Ya,b e R, |p(a) — p(b)| < p(a — b). En particulier, avec 3, p est
continue sur R"™.

En effet, pour = 0 ou y = 0 le résultat est clair, supposons p(z) > 0 et p(y) > 0. Pour tous t, s > 0 tels

tegy + sc
que z € tC et y € sC on a & = tcg, y = s¢, avec ¢z, ¢, € C'; comme C est convexe, on a ————2
+ s

donc x + y € (t + s)C. Passant a la borne inférieure on obtient bien p(z + y) < p(x) + p(y).

Soient a,b € R™. Supposons p(a) = p(b), alors avec x = a — b et y = b l'inégalité précédente donne
|p(a) — p(b)| = p(a) — p(b) < p(a —b). Le méme raisonnement avec = a — b et y = a quand p(a) < p(b)
donne finalement le résultat.

On construit alors un homéomorphisme ¢ entre C et B = B(0, 1) de la maniére suivante :

¢p:C—>B

cx e p(x) si x # 0, 0 sinon

x

|||

Définissons aussi la fonction ¢, qui sera I'inverse de ¢ :
Y:B—->C

x
cx > ||z||—— si z # 0, 0 sinon
p(x)
Par la propriété 1, ¢ et v sont bien a valeurs dans B et C respectivement. Comme p est continue et ne
s’annule qu’en 0, ¢ et ¢ sont continues sur C\{0} et B\{0} et ne s’annulent qu’en 0. Les inégalités de 3 montrent
que ¢ et ¥ sont continues en 0. Enfin, la propriété 3 permet d’écrire pour tout x € C\{0} et tout y € B\{0} :

ot 2@ o p@lelle
v(o(a)) = 6@l E T = )i s
y lletw)y _

ol =~ e =Y

Ainsi ¢ est bien un homéomorphisme de C' dans B d’inverse 1. On peut donc appliquer le théoréme de Brouwer
4 la fonction continue ¢o fo ¢ ' : B — B : elle admet un point fixe 29 € B, et ¢~ '(z0) € C est un point fixe
de f. O

et 9(¥(y)) = p(¥(y))

Adapté du travail de Corentin Caillaud et Karine Beauchard
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Chapitre 52

Transformée de Fourier rapide

Références : Cormen, Leiserson, Rivest, Stein, Algorithmique, p 827-841

e Probleme :
Soient A et B deux polyndmes, on veut les multiplier. On suppose qu’ils sont tous deux de degré inférieur ou
égal a n — 1 avec n une puissance de 2.

n—1 n—1
Si A(X) = ) a;X7 et B(X) = ), b; X7, alors
3=0 j=0
2n—1 ) 7
C(X)=AX)B(X) = Z c; X7 avec ¢j = Z agb;_g.
j=0 k=0

Si on calcule le produit ainsi, on fait O(n?) opérations.
On voudrait néanmoins calculer ce produit en O(nlog(n)) opérations.

e Multiplier avec Force, Fougue et Tendresse.
Le polynéme C' est de degré inférieur a 2n — 1, il est donc entierement déterminé par les valeurs prises sur une
base du dual de Cs,,1[X].
Si on se donne 2n complexes x; distincts alors les formes linéaires L; : P — P(x;) sont linéairement indépen-
dantes et forment donc une base du dual.
On a ainsi un isomorphisme
Cona[X] — C*"
P — (P(x1),....,P(x2,)) °

De ce constat, on obtient une nouvelle maniere de multiplier :

1. On évalue A et B sur une certaine famille (z;); a 2n éléments.

2. On multiplie les vecteurs obtenus pour obtenir C(z;) = A(x;)B(x;) (O(n) opérations).
3. On interpole C' & partir des valeurs C(x;).

Pour évaluer un polynéme en une valeur, on peut utiliser la méthode de Horner :
A(zo) = ao + zo(a1 + zo(az + ...)).

On a ainsi une évaluation en O(n) étapes, et donc ’évaluation en 2n points de A et B nous cofite O(n?) opé-
rations.

On ne parle méme pas de I'interpolation qui nécessite l'inversion d’'une matrice (O(n?®)) ou le calcul direct par
les polynomes de Lagrange (O(n?)).

La solution a notre probleme est donnée par la FFT.

e Evaluation par FFT :
; 2ik
L’idée est de choisir pour les (x;) les racines de I'unité. On pose wj, = exp ( _7T>. Montrons que l'on peut
J

évaluer A et B en les w), - j € [0,2n — 1] - en O(nlog(n)) opérations.

Faisons le pour A : ‘ _
On pose AlN(X) = > ay; X7 et AM(X) = az;41X7. Alors A(X) = Al(X?) + XA (X?).

On doit évaluer A% et Al en les (w],)?. Or (w),)? = w! = (wh¥)?, donc il ne nous reste qu'a faire 2n
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évaluations sur des polyndmes de degrés inférieur a n/2.

Voici lalgorithme FFT(A) :
1. n=degré de A

2. sin =1, retourner A
3. Définition de A% et Al!l

4. yl% = PFT(AL) et yM = FPT (A
5. Pour j =0:n —1 faire

6. y(j) = y0) + wi,yM ()

7.y +n) = y0) - W,y ()

8. renvoyer y

L

‘avant derniere étape vient juste du fait que
Awi?) = AN WY) + wy A (W),

et wyt’ = exp(im)w), = —wi, .

e Complexité :
On note T' la complexité de I'algorithme FFT. Alors, comme les évaluations de y[o] et y[l] requierent O(n)
opérations, on a

T(n) = 2T (g) +O(n).
Ecrivons n = 2¥ alors on a en divisant par 2" :

k k—1
@) T o

On en déduit T(2k)—(’)k donc T(2F) = O(k2F
que —p— = (k), donc T'(2¥) = O(k27).

On a juste & écrire k = log,(n) pour obtenir
T(n) = O(nlog(n)).

e Interpolation : ‘
Il nous reste & présent a interpoler C' & partir des C(wj,,) en O(nlog(n)) opérations.
Cela revient a résoudre le systéme linéaire suivant :

Cwd)\ (1 1 1 ‘o
n

C(win) Lowg, o wgy a1

i)\ wgr e ) e

Appelons V' la matrice de Vandermonde & inverser.
—ij

w
On remarque que V! est donnée par Vf]l = 22" .
’ n
En effet,
n—1 —ik 1 2o )
-1 2 kj i
TSy R
k=0 k=0
Finalement, on a
1 2n—1
kN, ,—kj
¢ = 55 2: CKW%Juan
k=0

1 n—
Pour calculer C, on doit donc évaluer le polynéme C/(X =5, Z (wh )XF* en les (Wzn) Mais cela, on sait

le faire avec la FFT en O(nlog(n)) opérations.

e Conclusion :
On a réussi a multiplier deux polynémes en O(nlog(n)) opérations. Pour cela, on évalue A et B avec la FFT,
on fait une multiplication coordonnée par coordonnée, puis on interpole C' = AB a nouveau avec la FFT.

1. C’est une série géométrique. Il suffit de calculer.

Adrien LAURENT 160 ENS Rennes - Université de Rennes 1



CHAPITRE 52. TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE

Remarques : e Il existe beaucoup d’améliorations et de variantes de cet algorithme. On peut en trouver
certaines dans le Cormen.

e La grande idée de ce développement est la suivante : "La transformée de Fourier transforme un produit de
convolution en un produit.". Une fois cela acquis, tout est assez logique.

Adapté du travail de Alexandre Bailleul et Paul Alphonse.
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Chapitre 53

Un anneau principal non euclidien

Références : Perrin, Cours d’algébre, partie 11.5

Théoréme.

14+ 1/19 .. -
On note a = — et A =Z[a], alors A est un anneau principal, non-euclidien.
Démonstration. Etape 1 : a est racinede P=T2—T +5, car a+a =1 et o = 5.

Ainsi, A = {a + bal(a,b) € Z?} est un sous-anneau de C.
Donc A est intégre; et comme @ = 1 — «, A est stable par conjugaison.
Pour z = a + ba € A, on définit la norme :

N(z) = 22z = (a + ba)(a + ba) = a® + ab(a + @) + b*a@ = a* + ab + 5b°.

Alors N(z) € N (en réduisant a;/ec la méthode de Gauss), et N(zz') = N(2)N(2').
De plus, N(z) =0 = a—i—g) +%b2=0:>a=b=0:>z=0.

Soit z € A*, alors N(z)N (z~') = 1 donc N(z) = 1.

Alors <a + 12)>2 + % b =1,donc b=0et a==1. Ainsi, A* = {+1}.

—
>1

Etape 2 : Supposons A euclidien, alors 3z € ANA™, T a2 est surjective.

AXU{0
En particulier, A/(z) est un corps (car des inversibles sont (eiwoyés sur des inversibles) et #A/(z) < 3,
donc A/(z) = K, ou K ~ F5 ou Fs.

On en déduit I'existence d’'un morphisme d’anneaux surjectif ¢ : A — K.

Alors 8 = ¢(a) vérifie 52 — 45 = 0.

Mais cette équation ne possede de solution ni dans g, ni dans IFg.E]

On aboutit & une contradiction, et A n’est donc pas euclidien.

Etape 3 : On introduit une pseudo-division euclidienne.

Lemme.

Soient a,b e A\{0}.
Alors il existe (q,7) € A2, tels que :

1. N(r) < N(b);
2. a=bqg+rou2a=bqg+r.

. . . a ;. . N
Démonstration. Soit x = 3 € C, qu’on écrit aussi = u + va, ol u,v € Q. On note n = |v].

1. Car A est un sous-groupe de C, contient 1 et est stable par multiplication.
2. Cela se démontre facilement en cherchant de fagon exhaustive.

Adrien LAURENT 162 ENS Rennes - Université de Rennes 1



CHAPITRE 53. UN ANNEAU PRINCIPAL NON EUCLIDIEN

1 2 ) .
— Supposons que v ¢ [n + 3 n+ 3 ; soient s et ¢ les plus proches entiers de u et v.

wl

1
Ainsi, |s — u| <§et [t —v| <
On pose ¢ = s+tae Aet:

5 946+20 35
T

N(m—q)=(s—u>2+<s—u)(t—v>+5<t—”>2<i+% 9 36 36

On pose 7 = a —bg = b(x — q) et on a N(r) < N(b).

3 3
on est ramené au cas précédent : on peut écrire 2a = bg + r, avec N(r) < N(b).

1 2 2 1
— Supposons désormais que v € ]n +-,n+ 3[, alors 2z = 2u + 2va et 2v € ]271 + §,2n +1+-| et

O

Etape 4 : Montrons que A est principal.
Ona: A~Z[T]/(P), donc A/(2) ﬁZ[T]/(Z pP) EIIFQ[T]/(P)

Mais T2 — T + 5 est irréductible sur Fy car de degré 2 sans racine; donc A/(2) est un corps et (2) est
maximal dans A.

Soit I # (0) un idéal de A, et soit a € I\{0} de norme N(a) minimale.

Soit z € I\(a);

— Six =aq+ravec N(r) < N(a) our =0, alors comme r € I, par minimalité de N(a), on a r = 0.
Ainsi z € (a) : contradiction.
— Ainsi, 2z = aq + r, et méme 2x = aq en répétant le procédé qu’on vient a peine de faire.
Comme (2) est maximal, I'idéal (2) est premier, d’ou a € (2) ou q € (2).
Si g € (2), alors ¢ = 2¢" et x = aq’ (par intégrité) donc z € (a). Contradiction.
Donc a € (2), c’est a dire : a = 2a’.
Comme ¢ ¢ (2) et (2) est maximal, on a : (2,q) = A, donc I\, € A, 2\ + qu = 1.
Donc o’ = 2Xa’ + qua’ = Xa + px e I.
Or 0 < N(a') < N(a). Contradiction.

Ainsi, I = (a) et A est principal.

A présent, prouvons le lemme utilisé.

Soit A un anneau euclidien, alors il existe z € A\ A tel que 74 /(5) est surjective.

|A><u{0}

Démonstration. Si A est un corps, on prend x = 0.

Sinon, on prend x € A\ (A* U {0}) de stathme minimal parmi les éléments de A \ (A U {0}) (existe car le
stathme est a valeurs dans N).

Le but est de trouver pour tout a € A, un élément r de A* u {0} tel que a = r dans A/(z). Pour cela on écrit
la division euclidienne a = xq + r.

Sir =0, c’est bon. Sinon on a v(r) < v(z) donc r est inversible. O

Remarques : e Il est bon de connaitre les contre-exemples classiques dans la théorie des anneaux.
— Z[i"/5] est noethérien mais pas factoriel.

[X1, X, ...] est factoriel mais pas noethérien.

[X] est factoriel non principal.

[

X1/(2X) est noethérien non inteégre.

3. Notons 7p : Z[T] — Z[T]/(P) et w5 : Z[T]/(P) — (Z[T]/(P)) /(2) les projections canoniques.
Ker momp = {f € Z[T]‘Elu € Z[T),F = %} — {f € Z[T)3u,v € Z[T], f = 2u + Pv} = (2, P).
Ainsi 75 o mp induit un isomorphisme Z[T]/(2, P) =~ (Z[T]/(P)) /(QLZ A/(2).

4. Notons ma : Z[T] — Z[T]/(2) et 7 : Z[T1/(2) — (Z[T]/(2)) /(P) les projections canoniques.
Ker m0m2 = {f € Z[T]‘Hu eZ[T],T = ﬁ} — {f € Z[T)[Fu,v € Z[T], f = Pu+ 20} = (2, P).

Ainsi 7 o 72 induit un isomorphisme Z[T/(2, P) =~ (Z[T]/(2) /(P) ~ F2[T]/(P).

— R
— Z
— Z
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e On peut trouver des rappels treés clairs a 'adresse suivante :
http://www.normalesup.org/~crenard/rappelsAnneaux.pdf
e On peut montrer le méme résultat pour d = 43, 67 et 163.

Adapté du travail de Florian Lemonnier.
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Troisieme partie

Développements non utilisés
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Chapitre 1

Ancienne version du groupe circulaire

Références : Audin, Géométrie, p 203

On définit G le groupe de transformations de P;(C) engendré par les homographies et la symétrie z — Z. Le
groupe G contient donc PGLs(C) et les inversions.

Théoréme.

Le groupe G est exactement ’ensemble des transformations bijectives préservant les droites-cercles
de P;(C).

Démonstration. e On rappelle que pour que quatre points de P;(C) soient sur une droite-cercle, il faut et il
suffit que leur birapport soit réel. Comme les homographies et la conjugaison conserve le birapportﬂ il vient
que G conserve les droites-cercles.

e Réciproquement, soit ¢ une bijection de P;(C) préservant les droites-cercles. Pour simplifier, on peut
composer ¢ par une homographie (ce qui ne change pas son appartenance a G) pour que ¢(0) =0, ¢(1) =1 et
p(00) = oo, ainsi elle envoie les cercles sur les cercles et les droites sur les droites.

Commencgons par montrer que ¢ préserve les divisions harmoniques.E]
Pour cela on va démontrer le lemme suivant :

Lemme.

Soient a, b, ¢ € C distincts, pour construire 'unique d € P;(C) tel que [a,b,c,d] = —1, il suffit de
faire des intersections et des tangentes de droites et de cercles.

Si on prouve ce lemme, on aura terminé car ¢ préserve la tangence et I'intersection, ainsi que les cercles et
les droites.[ﬂ 0 ne modifiera pas la figure globale et donc la division harmonique sera conservée.

Démonstration. Comme le birapport est réel, les quatre points sont soit cocycliques, soit alignés.

— Premier cas : a, b, ¢ sont cocycliques.
On peut considérer m lintersection des tangentes en a et en b (qui peut étre & linfini), alors la deuxiéme
intersection de (mc) avec le cercle est le point d cherché.

1. Soit h une homographie, f l'unique homographie tel que [a,b,c,d] = f(d) et g l'unique homographie tel que
[h(a), h(b), h(c), h(d)] = g(h(d)), alors g o h est une homographie qui envoie a sur o, b sur 0 et ¢ sur 1, donc par unicité goh = f,
ce qui montre que les homographies conservent le birapport.

2. On rappelle qu’une division harmonique est un quadruplet de points tels que [a,b,c,d] = —1. En particulier, si d = 0,

[a,b,¢,d] = —1 donne °-

b
= —1ldoncc= %, c est le milieu de [ab].

3. En effet, ¢ envoie une tangente sur une droite qui touche le cercle image. Si elle n’est pas tangente a ce cercle, il y a deux
points d’intersections et I’autre point d’intersection n’a pas d’antécédent par ¢. De méme, l'intersection est préservée car sinon ¢
envoie deux droites-cercles sécantes sur deux droites-cercles disjoints et le point d’intersection a deux images, ce qui est impossible.

Adrien LAURENT 166 ENS Rennes - Université de Rennes 1



CHAPITRE 1. ANCIENNE VERSION DU GROUPE CIRCULAIRE

Pour voir cela, on applique une homographie envoyant d a U'infini. On raméne donc I'ancien point a l'infini
dans le plan complexe. Nos deux tangentes se transforment en cercles et le cercle devient une droite.

e

La droite rouge est en fait I’axe radical des deux cercles, donc elle coupe la tangente aux deux en leur milieu.
On a donc comme voulu [a@', ¥, ;0] = —1 = [a,b, ¢, d].

— Second cas : a, b, ¢ sont alignés.
Ici il y a un probléme, ¢ peut étre situé entre a et b et d peut aussi étre a linfini...
St quelqu’un peut me dire comment réparer cette preuve, je lui en serai reconnaissant !

Quitte & composer & nouveau par une homographie, on peut supposer b compris entre a et c¢. On prend m
un point différent de U'infini et qui ne soit pas sur la droite (ab). Alors on a un triangle abm. On peut prendre
une droite issue de ¢ ne passant ni par m, ni par a et coupant (am) et (bm) en deux points p et ¢g. On note n
I'intersection de (pb) et (aq). Alors (mn) coupe (ab) en d le point voulu.
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CHAPITRE 1. ANCIENNE VERSION DU GROUPE CIRCULAIRE

En effet, plagons nous dans le repére barycentrique (a, b, m), alors si les coordonnées de n sont (¢, 3,7) (tous
non-nuls et définis & constante multiplicative pres), on a p = («,0,7), ¢ = (0, 8,7) et d = («, 5, 0).
A présent, on utilise le fait que p, ¢ et ¢ sont alignés : il existe A tel que ¢ = p + Ag. Donc ¢ = (a, A\B, (L 4+ A)y).
Or c est sur la droite (ab), donc (1 4+ A\)y =0, donc A = —1.
1l vient ¢ = (a, —3,0) donc
d—b c—a

a
[a,b,c,d] = p Pl =3 X

=-1

™

O

e Fort de ce résultat, nous pouvons maintenant montrer que ¢ est un morphisme de corps de C.
On a déja astucieusement modifié ¢ au départ pour que 0 et 1 soient fixés. On doit juste montrer que ¢ est
additive et multiplicative.
a+b a+b a) + (b
Soient a, b € C, alors [a, b, — o] = —1, donc [p(a), p(b), ¥ () ,0] = =1 = [¢(a), ¢(b), M, 0],

2
1) _ ) o)

2 2
En prenant b = 0, comme (0) = 0, il vient p(a) = 2¢ (g) On a donc

d’ou il vient que ¢ <

ola+b) = o (2(1 + 2b> v(2a) + o(2b)  2p(a) + 2¢(b)

e R L ORR20)

Etudions maintenant la multiplicativité.

2
— 1
Pour cela, on remarque que [a, —a,aQ,l] = a2 +a X 1 ta —1 pour tout a € C. On a en particulier
a?+a —a
[p(a), —p(a), p(a)?,1] = —1 et comme ¢ conserve les divisions harmoniques, [¢(a), p(—a), p(a?), p(1)] = —1.
On a [p(a), —p(a), p(a)?,1] = [p(a), —p — a), p(a?), 1]. Donc p(a®) = p(a)?.
(a+b)% — (a—b)?

4

On se rappelle alors astucieusement que ab = , alors on a

dip(ab) = p(dab) = ¢((a+b)*) —¢((a=b)*) = p(a+b)* —p(a—b)* = (p(a) +¢(0))* — (p(a) = p(b))* = 4p(a)¢(b)

11 vient p(ab) = p(a)p(b), donc ¢ est un morphisme de corps de C.

e Pour finir, ¢ envoie 0 sur 0, 1 sur 1 et oo sur oo, donc il envoie la droite réelle sur elle-méme.
¢ est alors uniquement déterminée par (i), mais —1 = ¢(i%) = ¢(i)?, donc (i) € {1, —1}. On en déduit que ¢
est soit I'identité, soit la conjugaison complexe car p(a + ib) = a + ¢(i)b. Donc ¢ € G. O

Remarques : o Quelques petit rappels :
— Si f est une isométrie, alors c’est une application affine bijective (voir questions 161). La partie linéaire d’une
isométrie est caractérisé par la conservation de la distance, donc du produit scalaire en euclidien. Il résulte de
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CHAPITRE 1. ANCIENNE VERSION DU GROUPE CIRCULAIRE

la théorie de 'adjoint que la partie linéaire vérifie f*f = id et cela fait le lien avec le groupe orthogonal en
choisissant une base.

— Le théoréme a retenir sur le groupe orthogonal est surement son théoreme de réduction dont la base est le
lemme si F' stable par f, alors F- est stable par f*.

— Un autre résultat intéressant est le fait que les isométries vectorielles/affines se décomposent en produit d’au
plus n/n + 1 réflexions. On prouve le cas vectoriel par récurrence sur la dimension en trouvant un point fixe
zo de f et en appliquant I’hypothese de récurrence sur xé‘. Si il n’y a pas de point fixe, on compose par une
réflexion d’hyperplan (zg— f (l’o))J‘ pour se ramener au premier cas. Pour le cas affine, on trouve un point fixe et
on décompose 'isométrie en ce point. Si il n’y a pas de point fixe, on applique la méme astuce que auparavant.
— Une similitude vectorielle est définie par | f(x)| = k |z| (k > 0); une similitude affine est une application af-
fine de partie linéaire une similitude vectorielle. Dans un plan affine, on peut les mettre sous la forme z — az+b
(directe) et z — aZ + b (indirecte) en identifiant le plan & C. Cela est possible grace au théoréme fondamental
de décomposition des similitudes : f = hy o u avec hy une homothétie de rapport k£ et u une isométrie. Pour le
prouver, il suffit de remarquer que h;l o f conserve la norme donc est une isométrie.

— Avec ces outils, on peut montrer de maniére "non magique" que G conserve les droites-cercles. En effet, soit
p € G, alors quitte & composer par une inversion, on peut supposer que ¢(o0) = co. Il en résulte que ¢ est une
similitude que nous savons décomposer en inversions et réflexions. Ainsi G est engendré par les réflexions et
inversions. Celles-ci conservent les droites-cercles.

e Le Audin semble trouver évident le fait que toutes les applications préservant les droites/cercles sont bijec-
tives... Je ne vois pas pourquoi! Il vaut donc mieux le rajouter.

e Il faut maintenant dire un mot a propos de ’axe radical de deux cercles. On définit pour cela la puissance
d’un point M par rapport a un cercle de rayon r et de centre O comme P(M) = OM? — 12,

On peut alors montrer que pour la figure suivante, on a par la relation de Chasles et Pythagore, P(M) =
MAMB.

On définit alors 'axe radical de deux cercles comme la droite de points ayant la méme puissance par rapport
aux deux cercles.

Ramenons-nous au cas nous intéressant. La droite rouge est bien ’axe radical car c’est une droite et elle passe
par deux points d’intersections des cercles. Puis en utilisant la relation vue au dessus, on a P(¢') = (¢’ —a')? =
(¢ —1')?, dott ¢ est le milieu de a’ et b’ en développant.
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Chapitre 2

Densité des polyndomes orthogonaux

Références : Beck, Malick, Peyré, Objectif agrégation, p 140
Faraut, Calcul intégral, p 163

Soit I un intervalle de R et p une fonction poids. On suppose qu’il existe a > 0 tel que

J e?lp(z) do < o0,
I

Théoréme.

Les polynémes orthogonaux associés & p forment une base hilbertienne de L2 (I, p).

Démonstration. Considérons la fonction

R — R

p: f@)p(z) sizel
€T —>
0 sinon

Etant donné que

1 2

5 (1+17@F) pla),

la fonction ¢ est élément de L'(R). On peut donc lui associer sa transformée de Fourier ¢ associée au poids p.
Montrons que @ se prolonge en une fonction holomorphe sur

Vo e I:|f(z)] ple) <

B, = {z € C: |Im(2)| < a/2}.
Pour cela on considére la fonction

B, xI — C
) e T @)
Alors :
1. Pour tout z € By, la fonction x — g(z, x) est mesurable.
2. Pour presque tout = € I, la fonction z — ¢(z,x) est holomorphe sur B,.
3. Pour tout z € By,
l9(z,2)] < "2 f(2)| p(2),
la fonction dominatrice étant intégrable sur I par inégalité de Holder.

Les trois points précédents montrent que la fonction
B, —» C
R PR
I
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CHAPITRE 2. DENSITE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX

est holomorphe sur B,. De plus, elle coincide avec @ sur R.

Soit a présent f € LQ(I , p) orthogonale & tous les monémes. D’apres le théoréeme d’holomorphie sous le signe
intégral, il vient

YneN: F®(0) = (—i) L o f(2)p(x) dz = 0

et comme F' est holomorphe, elle est nulle sur un voisinage de 0. B, est connexe donc d’apres le principe des
zéros isolés, F est identiquement nulle sur B,. En particulier, ¢ est nulle. Comme ¢ est intégrable, I'injectivité
de la transformée de Fourier sur L'(I, p) montre que ¢ est nulle. p étant une fonction strictement positive, il
s’ensuit que f est nulle presque partout sur I.

D’apres la caractérisation des parties denses dans les espaces de Hilbert, il s’ensuit que I’ensemble des poly-
noémes orthogonaux est dense dans L? (I, p). En effet, une fonction orthogonale a tous les polynémes orthogonaux
est orthogonale a tous les monomes. O

Remarques : e Lorsque U'intervalle I est borné, la démonstration est plus facile grace au théoréme de Weiers-
trass.

e Un contre-exemple :

Considérons I =]0, o[ et la fonction poids p : ¢ +— Iz Montrons que dans ce cas, les polynémes orthogonaux
ne forment pas une base hilbertienne de L*(I, p). Considérons pour cela la fonction

I - R
x +— sin(2rlnz) ’

f:
Soit n un entier naturel. Alors via deux changements de variable :

{fyz™)y = f 2" sin(2r Inz)z~ 0% do
I

= J e(m+ly silr1(27ry)e_y2 dy
R

2 1 ?
j— e(n""l) /4J exp (— (y — n;_ > ) Sln(27ry) dy
R

= (—1)”+1e(”+1)2/4J’ sin(27rt)ef1t2 dt
R

=0
ainsi, f est une fonction non nulle orthogonale a tous les monémes, ce qui fournit le résultat.

Adapté du travail de Paul Alphonse.
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Chapitre 3

Ellipse de Steiner

Références : Mercier, Rombaldi, Annales du CAPES externe de mathématiques 2009, p 129-130 + 144-154
+ 165-168 (ou dans n’importe quel Mercier contenant le CAPES externe 2009)

Théoréme.

Soient M (r1), Ma (r2) et M3 (r3) trois points distincts non-alignés du plan affine P (que l'on identifie
a C).

On note P = (X —71) (X —r2) (X —r3) et w,w’ les zéros de P’.

Alors les points F(w) et F'(w') sont les foyers d’une ellipse tangente aux trois cotés du triangle
M, M5 M3, en leurs milieux (qu’on notera A, B et C).

Démonstration. On va d’abord énoncer et montrer deux lemmes.
Lemme.

Soient £ une ellipse non-plate et M € £.
On note F et F' les foyers de &. o
Alors la tangente & £ en M est la bissectrice extérieure de FM F’ E'

a. Deux droites ont deux bissectrices. Deux demi-droites ont une bissectrice (que I’on nomme bissectrice intérieure).
Si ’on prolonge nos demi-droites, on obtient une deuxieme bissectrice qui est la bissectrice extérieure.

Démonstration. v
Si O est le centre de Uellipse, on a la paramétrisation ~
OM(ti = acoste] + bsintes quand M (t) parcourt
E.
On dérive I'expression HM(t)FH + HM(t)F’ = 2a et
on obtient :
M@)F dM(t M(t)F' dM(t3> _0 f
HM(t)F odt HM(t)F’ odt

M(t)F M(t)F"  dM(t)

Ceci se raccourcit en : <HM(t)F‘ HM(t)F’ T

» = 0. Mais le premier membre du produit scalaire est le

vecteur directeur de la bissectrice intérieure de F'M F’!

intérieure normale

.. a&en M. O
extérieure

En conséquence : la bissectrice
tangente
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CHAPITRE 3. ELLIPSE DE STEINER

[Lemme (Poncelet) ]

Soit £ une ellipse non-plate de foyers F' et F’.
Soit P un point extérieur a &£, par lequel passent deux tangentes a £, aux points notés 17 et Ts.

Alors on a : (P—)Tl,ﬁ> = (P_F7,.P—B)) [7].

Démonstration. Si A désigne une droite de P, on note o la symétrie axiale d’axe A.

Ainsi, o(pp) 0 o(pry) et o(pry) © o(ppry sont des rotations de centre de P ; notre but va étre de montrer qu’elles
sont égales.

On désigne par N et Ny les symétriques de F' par les symétries axiales d’axes (PT1) et (PT3).

D’une part, o(pry o o(pry) (N1) = o(pp)(F) = F.

D’autre part, comme (P7T7) est tangente a Dellipse en Ty, c’est la bissectrice extérieure de Zﬁ? ' donc F', T}
et N7 sont alignés dans cet ordre. o

De méme, comme (PTy) est tangente a Uellipse en T, c’est la bissectrice extérieure de FT5F’, donc F', T et
Ny sont alignés dans cet ordre.

Ail’lSi, F/Nl = F/Tl +T1N1 = F’Tl +FT1 =2a = F’TQ +FT2 = F’T2 +T2N2 = F/NQ.

Aussi, on a : PNy = PF = PNs, donc (PF’) est la médiatrice de [N Na].

1Ail’lSi7 U(PTQ) o U(PF’) (Nl) = O-(PTQ) (NQ) =F.

En conséquence, o(pp) © 0(pr) = 0(pT;) © O(PF), DUiS, en regardant les angles de ces rotations :

(ﬁ{,P_ﬁ) = (p_F’,p_T;) [7].

Démontrons désormais le théoreme.

1. On va commencer par vouloir traiter le cas ott F' et F’ sont confondus.
Ona: P =3X%-— 2(r1 +re+13) X + (rirg + 1rors + 1371).
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CHAPITRE 3. ELLIPSE DE STEINER

Ainsi, on a les équivalences :

. 2
P’ a une racine double < (rq + 72 +13)° — 3 (r1r2 + rorg +7371) =0
rH — T2 T9 — T3

r3 —7To TN —7T3
M, My My My = (MyMs)?
<=
(MgMg,Mle) = (Mng,MgMQ) [27]

o [ MMy My My = (M M3)°

My My = My Mj (isocelisme en M)
5 d M1M2 = M2M3 = M3M1
< M MsMs est équilatéral

Mais le cas du triangle équilatéral est trivial : le cercle inscrit répond & notre probléme (il est tangent
aux 3 cOtés en leurs milieux car les médianes se confondent avec les bissectrices).
2. Désormais, on suppose que M;M,Ms n’est pas équilatéral, en conséquence, F # F'.
On va montrer que & = {M € PIMF + MF' = AF + AF'} répond a notre probléeme.
— On a bien A € £, mais £ est-elle une vraie ellipse, c’est-a-dire

non-plate 7 My

Pour cela, il suffit de montrer que A ¢ [FF'].

Par l’absurde, on suppose que A € [FF’].

Alors A est barycentre & coefficients positifs de F' et E”. A C
Mais, par le théoréme de Lucas, F et F’ sont barycentres & co-

efficients positifs de My, My et M3 (car P et P’ n’ont pas de Ms
racine commune).

Par associativité du barycentre, A est dans l'intérieur strict de M, B

My M5 Ms. Contradiction!

— On va montrer que (M; M) est tangente a &.
On note a l'affixe de A, et on calcule P'(a) = 3(a—w)(a—w') = (a —r1) (a — ra)+(a —r3) (2a — r1 — 12).

=0

o —7T1 71— T2 —a o —T1

w
is 12 = .
2 g Pus L — Ty w —a

En passant aux arguments, il vient : (MQMl,ﬁ) = (ﬁ , M1M2) [27].
Ainsi, (MlMg, ﬁ) = (ﬁ, M1M2> [7] donc (M; Mz) est une bissectrice des droites (AF) et (AF”),

nécessairement extérieure & AFF’, car sinon (M7 Ms) couperait [FF’].
D’apres le lemme 1, (M1 M>) est tangente a £, en A.

Ainsi 3(w —a)(w' —a) =

— On va montrer que (M;M3) est tangente a €.E|
Ona:P'(r)=3(r1 —w) (r1 —w') = (r1 —r2) (r1 — r3).

Ainsi, g T _ T2 7“1, donc <M1M3,M1F'> = (Mlﬁ,MlMg) [27].
rs —7T1 w =T
On note (M;T) lautre tangente & & issue de M.

Le lemme de Poncelet nous donne : (MlMg, M P) = (MlF'7 M1 ) [7].
Donc (MlF’,MlM;) = (MlM;,M1 F‘) = (MlF',MlT) [7].
En conséquence, (M;M3) = (M;T) est tangente a £.
— Enfin, montrons que C' € €.E|
On note C” le point de tangence de (M;M3) et E.
Par le lemme 1, (M; Mj3) est bissectrice extérieure de FC'F’ en C'.
Donc G, symétrique de F par rapport & (M7 M3), vérifie : G € (F'C’), autrement dit C' € (F'G).
Ainsi, C' € (F'G) n (M1 Ms3).
Pour montrer que C = C’, on va montrer que C € (F'G).
En évaluant P’ en ¢, comme on I'avait fait en a précédemment, on obtient que (M; M3) est la bissectrice

extérieure de I'angle FCPF.
Et donc aussi C € (F'G).

1. On montrerait similairement que (M2M3) est tangente a £.
2. Comprenez “autre que (MqM2)”.
3. On montrerait similairement que B € £.
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Remarques : o L’unicité peut étre prouvée en montrant que le cercle incrit est I'unique ellipse vérifiant toutes
nos hypotheses pour le triangle équilatéral, puis en envoyant par une homographie toute ellipse de Steiner dans
un triangle quelconque sur un cercle inscrit a un triangle équilatéral.
e Le jury attend que le candidat fasse de la géométrie et pas seulement des calculs... Je trouve donc important
de donner a l'oral I'idée du premier lemme (dérivation de I’égalité du jardinier) et de démontrer rapidement le
théoréme de Poncelet, et cela quitte & dire & la fin qu’il suffit de reprendre notre égalité sur P’ pour finir la
preuve.
e Il y a une autre maniere de faire ce développement avec encore plus de calculs dans le Tissier, Mathematiques
Generales, p 224-227

Adapté du travail de Florian Lemonnier.
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Chapitre 4

Exponentielle des matrices symétriques

Références : : Mneimné, Testard, Introduction a la théorie des groupes de Lie classiques, p61

Théoréme.

L’application exp réalise un homéomorphisme de S, (R) sur S;" " (R).

Démonstration. ¢ Montrons que I'image d’une matrice symétrique est une matrice symétrique définie positive.
Soit A € §,,(R). La matrice A est orthodiagonalisable en base orthonormée. On dispose de P € O,,(R) et d’une
matrice diagonale réelle D telles que I'on ait : A = PD'P. On a donc : e* = PeP'P. Dot il vient que e = *(e?)
et que les valeurs propres de e sont les exponentielles (réelles) des valeurs propres de A et sont donc réelles
strictement positives. Ainsi e?* est bien symétrique définie positive.

e Surjectivité.

A1

Soit B € ST (R). On dispose de P € O,,(R) telle que l'on ait : B = P YP, avec les (\i)1<i<n
An
des réels strictement positifs.
In(A1)
On définit la matrice A comme suit : A := P YP. De maniére directe on vérifie que
In(\,)
e = B et que A est une matrice symétrique.
e Injectivité.

Soit A et A deux matrices symétriques réelles telles que l'on ait : ed = eA

— Version MT : en particulier, e?* et e?* ont le méme spectre. Or les éléments du spectre de e” sont exactement
les exponentielles des éléments du spectre de A. Et il en est de méme pour A. Ainsi A et A ont le méme Spectre.
On note (A\;)1<i<n ce spectre. Soit IT un polyndme interpolateur tel que on ait : Vi € [1,n], II(e*) = A; .

On montre facilement que II(e?) = A. Donc II(e?) = A. De plus A et e? commutent car e est un poly-
noéme en A Ainsi A et A commutent. Etant symétriques, ces deux matrices sont codiagonalisables (dans
une base orthonormées commune de vecteurs propres). On dispose de P € O,(R) telle que 'on ait : A =

a B
P tP et A=P P avec {a;/1 < i < n}et {Bi/1 <i<n}ébgaux a

o2 Bn
{\i/1 <i < n}. De plus par passage & I'exponentielle, pour tout i € [1,n], on a : e® = . Ainsi A = A.
— Version plus simple : en particulier, e et ¢ ont le méme spectre. Or les éléments du spectre deAeA sont exac-
tement les exponentielles des éléments de spectre de A. Et il en est de méme pour A. Ainsi A et A ont le méme
spectre. On note (\;)1<i<n ce spectre. Soit IT un polynéme interpolateur tel que I'on ait : Vi € [1,n], II(e*) = A; .
On a alors A = II(e?) = H(eA) = A

1. En fait, ¢ca ne sert pas dans la suite que les matrices ont méme spectre...
2. Car e? est la limite de polynémes de Ry, [A] qui est un sev dans un espace de dim finie, donc fermé.
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CHAPITRE 4. EXPONENTIELLE DES MATRICES SYMETRIQUES

e Continuité.

La série Z EAk converge normalement donc uniformément sur toute boule B(0, R) pour une norme sous-

R
multiplicative. Donc exp est continue sur B(0, R). Elle est donc continue sur S, (R)H

¢ Bicontinuité.
Soit une suite (B,)pen dans S,F ' (R) qui converge vers B € S, *(R). Par bijectivité de I'exponentielle, on dispose
d'une suite (A,)pen dans S, (R) et de A € S,,(R) telles que 'on ait pour tout p entier B, = e** et B = e
Le but est de montrer que la suite (A,)pen converge vers A. on aura donc prouvé la continuité séquentielle de

I'inverse de I’exponentielle, et donc sa continuité.

La suite (B,)pen converge vers B donc en particulier la norme 2 de B, converge vers celle de B. Donc la
plus grande valeur propre de B, converge vers la plus grande valeur propre de B. En faisant le méme raison-
nement avec la suite (B; 1), la plus petite valeur propre de B, converge vers la plus petite valeur propre de
Blﬂ Nécessairement les valeurs propres des B, sont contenues dans un compact de R**. Les valeurs propres

des A, étant les logarithmes (réels) des valeurs propres des By, elles sont aussi contenues dans un compact de R.H

Pour tout entier p, on dispose de Q,, € O,,(R) et D,, une matrice diagonale telles que l'on ait : 4, = Q,D,*Q,.
Les suites (Dp)pen et (Qp)pen sont dans des compacts de M,,(R). La suite (A )pen est donc une suite dans un
compact. Elle admet donc des valeurs d’adhérence. Soit ¢ une extractrice telle que A,y — A. Par continuité

de I'exponentielle, on a : e = e?. Par injectivité de 'exponentielle, A = A. Ainsi (Ap)pen est une suite dans un

compact, qui admet une unique valeur d’adhérence, donc elle converge vers cette valeur d’adhérence. A, — A.
Donc 'exponentielle est bien bicontinue.

Ainsi exp : §,,(R) — S,/ T (R) réalise bien un homéomorphisme.
O

Adapté du travail de Baptiste Huguet.

3. En réalité elle est méme analytique.

1
4. Les Bj sont inversibles car dans S;f'*', et linverse est une application continue par la formule B~! = dot(B) ¢ com(B).
e
5. La démonstration du MT est plus complexe : la suite (Bp)pen converge vers B donc la suite de polynéme caractéristique

Mp(R) — R[X]

M —  det(M — XI,) ~
D’aprés le théoréme de Rouché ([MT] chap 2, exo 18), les valeurs propres de B), convergent vers les valeurs propres de B. Ainsi les
valeurs propres des By sont contenues dans un compact de RT*,

(xB, )pen converge vers xp. En effet on a continuité de la fonction suivante :
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Chapitre 5

Inégalité de Hardy

Références : Chambert-Loir, Fermigier, Maillot, Fzercices de Mathématiques pour l’agrégation - Analyse 1,
p150

On se place dans LP(R, ) avec p > 1. Pour toute fonction f € LP(R,), on définit la fonction F' pour presque
tout x par :

On a alors le résultat suivant :

Théoréme.

La fonction F' est dans L” et sa norme vérifie I'inégalité suivante : |F'], < Ll If]l,- De plus la
p—

constante est optimale.

Démonstration. Cette démonstration fonctionne par densité. On démontre le théoréme pour une classe de
fonctions suffisamment régulieres, dense dans L”, puis on prolonge le résultat a LP.

e Soit f € C°(Ry,R.) N LP, une fonction positive. On prolonge alors partout la fonction F en le représentant
suivant :

f(0) si =0

= 1r*
F(z) fj f(t)dt sinon
T Jo
La fonction F est continue sur R et est de classe C! sur R%.
Pour tout € R¥, on a : f(z) = (¢F(z)) = F(z) + xF'(z). D’ou I'égalité suivante :

VzeRY, F(z) = f(z) — 2F'(x)

Soit A un réel strictement positif. Comme toutes les fonctions étudiées sont continues, il est loisible d’intégrer
sur le compact [0, A]. On a :

LA FP(2)de L Pl @) P()de

A

J * Pr@)dae = J * (@) () de J 2P (2) PP (2)da (5.1)

0 0 0
D’autre part, en réalisant une intégration par partie, on obtient :

A LA
Jo aF (2)FP~ ! (z)dx = [2FP(2)]; — Jo F(x)(FP~ (z) + (p — ) F'(z)FP~2(z))dz
A

FP(2)de — (p—1) JO 2P (2) PP (2)dz

A

— AF?(A) - f

0
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CHAPITRE 5. INEGALITE DE HARDY

A A
J FP(2)dz = AFP(A) — pJ 2F' (@) FP=()de (5.2)
0 0

En combinant les équations (5.1)) et ([5.2)), on obtient :

A A A
f FP(2)d = f Frl(a) f(2)de — SAFP(A) + 1 J FP(2)dz
0 0 p P Jo

p—l A D _ 4 p—1 _1 P
L [ P = [Pt @p@s - Sarra)

p—1 4 P A p—1
P P < | Pt @

p% L " Priae < ( L " oz um) < jo ! fp(x)dx> ”

1-1/p 1/p
p-t1 AFp(ar)dz < ( AF’”(;E)dx) ( OA fp(x)da:>

p 0
p—1
p

p—1
p

A 1/p
J F”(x)dx) <
0

En définitive, on a la majoration :

(JJFXFP(QJ)]I[O’A](x)dx)l/pS P (erfp(x)dx)l/p

0 p_l 0

Par convergence monotoneﬂ on montre que F' appartient & LP et 'on a I'inégalité :

p
£, < o1 I£1l,

1 T
e Soit f € C°(Ry,R) n L? (non positive). On pose ® la fonction x +> ff |f|(¢)dt. La fonction |f| étant
T Jo

continue positive, on peut appliquer le résultat de I’étape précédente. Ainsi ® appartient & L et on a :
p
o < ——
jo1, < 211,
De plus [ F|, < |®], par croissance de I'intégrale. Ainsi pour toute fonction f € C°(R,,R)n LP; on a le résultat.

e L’ensemble C®(R,R) n L? est dense dans LP. Soit f € L?, on dispose donc d’une suite ( f,, )nen qui converge
vers f au sens de la norme H||p Pour presque tout x dans R, , en appliquant 'inégalité de Holder, on obtient :

|F(2) = Fu(z)] =

SR

1 +0
<3| tealr = plear
<77 f — fal,

Ainsi, pour presque tout x € Ry, (F,(x))nen converge vers F'. De plus en utilisant le lemme de Fatou, on
obtient :

o o
J |F(x)|Pdz = J liminf |F, (z)|Pdx
0 0

+o0
< lim inf f \F (2)|Pda
0

P p

1. En effet, (FP(z)1[0,n])n est une suite croissante de fonctions positives.
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CHAPITRE 5. INEGALITE DE HARDY

Comme cette lim inf est en réalité une limite, on obtient le résultat pour f. Ce qui achéve la premiere partie de

la preuve.
e Optimalité.
o1y . o LP - L?
On définit 'opérateur linéaire T : f o F

On a montré que T était un opérateur continu et que sa norme était majorée par la constante . On va
p—

montrer qu’il y a égalité. Soit s > p, la fonction f, : z € R} — 27+ est dans LP. Pour tout x € R%, on a :

1 1
FS(.’I}) = E t gd.l't
0
— 1|: S tl—l/s:|w
z|ls—1 0
S _1
x s

s—1
<7 < Ll En faisant tendre s vers

O

Ainsi, on a: [Ff, = ﬁ | f5],,- Donc pour tous s > p, on a . i .

p on obtient : |T| = —.
p—1
Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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Chapitre 6

Loi de réciprocité quadratique (avec le
résultant)

Références : Mérindol, Nombres et algebre, p 389

[Théoréme (Loi de réciprocité quadratique).]

Soit p et g, deux nombres premiers impairs, distincts. On a : <p> = (—l)pT_l%1 <q> .
q p

Le but est d’exprimer le symbole de Legendre (p sous la forme d’un résultant de deux polynoémes. Pour
q

cela, nous avons besoin d’un lemme portant sur les polynémes.

Lemme.

Soit R € Z[X] un polynéme palindromique de degré d pair. Alors, il existe un polynéme S € Z[T],
d
de degré 3 tel que l'on ait : R(X) = X¥25(X + X°1).

Démonstration. Les polynomes symétriques élémentaires de Z[X,Y] sont 0 = X+Y et m = XY Tout polyndme
symétrique de Z[X,Y] s’exprime de maniére polynomiale en o et 7, id est, si P € Z[X,Y] est symétrique, on
dispose de Q € Z[X,Y] tel que P(X,Y) = Q(X + Y, XY). En particulier, ce résultat est valable pour les
polynémes homogenes palindromiques qui sont symétriques.
Soit R € Z[X] de degré d pair. On pose R € Z[X,Y] son polynéme homogénéisé, définit de la maniére
d d

suivante : si R(X) = Z apX*, alors R(X,Y) = Z ap X*Y4=%_ On dispose de Q € Z[U, V] tel que R(X,Y) =
k=0 k=0
QX +Y,XY).
Soit X?Y® un monéme de R, alors a + b = d et est pair. Donc il n’y a pas de puissance impaire de U dans
Q(U,V). De plus (X+Y)? = X24+Y24+2XY donc on dispose de Q € Z[U, V] tel que R(X,Y) = Q(X?+Y?2 XY).
, d
En outre le degré de @ est 3

On a: R(z) = R(X,1) = Q(X? +1,1). Donc R(z) = X¥?Q(X + X~*,1). On pose S € Z[T] tel que

N

S(T) = Q(T,1). S convient. O

Soit n un entier impair, supérieur & 2. On définit le polynéme P, € Z[X] par P,,(X) = X" '+ .. . + X + 1.
n- tel que P (X) =

C’est un polynéme palindromique de degré pair. On dispose donc de V,, € Z[T], de degré

X" Vo (X +X71). On définit enfin K,, € Z[Y] par K,,(Y) = V,,(Y +2). Nous avons besoin des résultats suivants
sur les polynémes K,,.

n
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CHAPITRE 6. LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE (AVEC LE RESULTANT)

,—{ Proposition. <

n—1
i) Pour tout n > 2 impair, K,, est unitaire de degré 5

i) Pour tout n > 2 impair, K,(0) = n;

p—1

iii) Pour tout p premier impair, dans F,[X], K,(Y) =Y = .

\. J

Démonstration. i) Cela se vérifie aisément par construction.

ii) Ona: K,(0)=V,(2)=V,(1+1/1) =P, (1) =n
iii) Pour tout n > 2, on a : P,(X) = X _1 . Soit p un nombre premier impair, en se placant dans F,[X],

ona:X?P—1=(X—1)". Ainsi P,(X) = (X —1)P" 1.

ya

V(X + X1 = X" (X — )Pt

= (XX -y

= (X+x'-2)7=

D

Et ainsi, dans F,[X], on a : K,(Y) = v, O

Nous sommes donc a présent & méme d’exprimer le symbole de Legendre comme un résultant.

,—{ Proposition. <

Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs. On a alors :

(Z) = Res(K,, K,)

\. J

Démonstration. Si p et ¢ sont égaux le résultat est immédiat car le symbole de Legendre et le résultant sont
nuls. On peut donc supposer que p et ¢ sont distincts.

Les polynémes K, et K, sont a coefficients entiers, leur résultant est donc un entier. Supposons par I’absurde
que ce résultant ne soit pas un élément inversible de Z. Dans ce cas on dispose de r € Z, nombre premier, qui
le divise. En tant que polynéme de F,[X], les polynémes K, et K, ne sont donc pas premiers entre-eux. On
dispose donc d’une extension de corps L de F,.[X] et d’un élément y € LL tel que y soit une racine commune de
K, et K,.

Quitte a faire une nouvelle extension, on peut supposer que le polynéme X 2—(y—i-Q)X +1 € L[X] admette une
racine dans L. On la note z. On remarque que z est inversible car il est non nul. ainsi, il vérifie : z + 271 =2 = y.
On a donc : »

0= Ky(y) = Vy(y +2) = Vpla +27) = o~ "5 By(a)

Ainsi, x est une racine de X? — 1 dans une extension de F,.. C’est de la méme maniére une racine de X7 — 1.
Si x était égal & 1, dans ce cas, y serait nul mais ceci est absurde car dans Z, on a K,(0) = p et K;(0) = g et
p et ¢ ne peuvent pas étre tous les deux congrus a 0 modulo 7. Donc z est différent de 1. Ceci conduit a une
absurdité car 1 est la seule racine p-iéme et g-ieme de 'unité.

On a donc montrer que le résultant de K, et K, était un inversible de Z, id est : Res(K,,K,) € {—1,1}.
Pour conclure on va calculer ce résultant dans Fj,.

Res(K,,K,) = Res(Y"> | K,)

= [Res(Y, K)|"T
= [(LJ(O)I7T_1

On a donc montré que Res(K,, K;) et (q) ont la méme réduction modulo p. De plus ils sont tous les deux
p

égaux a 1 ou —1. Comme p est impair alors 1 et —1 ont une réduction différente modulo p. Donc on a bien
’égalité annoncée. O
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CHAPITRE 6. LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE (AVEC LE RESULTANT)

Pour démontrer la loi de réciprocité quadratique, il suffit juste d’utiliser le défaut de symétrie du résultant :

(;) = Res(K,, K,) = (—1)" T Res(K,, K,) = (—1)"T = (Z)

En plus d’apporter une démonstration de cette loi, la méthode utilisée fournit une expression trigonomé-
n—1
trique du symbole de Legendre. En effet, on montre que les racines de V,, sont les {wy + w,;l/l <k< 5 1

ikm n—t km
ol wi = 2™ On montre alors que K,(Y) =1, 2, (Y + 4 sin? <>) En utilisant I'expression du résultant
n

avec les racines on obtient ’expression trigonométrique du symbole de Legendre.

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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Chapitre 7

Théoreme d’Ascoli

Références : Hirsch-Lacombe, Eléments d’analyse fonctionnelle

On suppose connu le fait que I’équicontinuité est équivalente & 'uniforme équicontinuité dans C(X) avec X

compact.
C’est bien sur faux dans d’autres espaces de fonctions : par exemple sur C(R), la fonction carré est continue
mais n’est pas uniformément continue. Sur R™*, on a la fonction inverse.

Théoréme.

Soit (X, d) un espace métrique compact et H < C(X). On a I’équivalence suivante :

H est relativement compact <= H est bornée et équicontinue.

= (Condition nécessaire.

H est une partie compact de C(X) donc elle est bornée. Ainsi H est bornée. Soit £ > 0, par précompacité de
N

H, on dispose de (fi)1<i<ny dans H tel que l'on ait : H c U B(fi,e/3). La famille (f;)1<i<n est finie, elle est

=1
donc uniformément équicontinue sur le compact X. On note 7 le module d’uniforme équicontinuité associé a
/3. Soit f € H, on dispose de ig tel que f € B(fi,,e/3). Pour tout(x,y) € X? vérifiant d(z,y) <, on a donc :

|f(2) = FW)l < |f(z) = fio (@) + | fio (2) = fio W) + |fio (y) — F(y)| <€

Donc H est équicontinue.
Pour le sens réciproque nous allons avoir besoin du lemme suivant.

Lemme.

Soit (fy)nen une suite équicontinue de C(X) et D © X une partie dense. Si pour tout x € D, la suite
(fn(x))nen converge, alors (fn)nen converge dans (C(X), [.[«)-

Démonstration. On va montrer que la suite (f,)nen est de Cauchy dans (C(X),|.|«) et par complétude de
cet espace, elle convergera donc. Soit € > 0, on dispose de > 0 un module d’uniforme équicontinuité associé

a ¢/5. Par compacité de X, on dispose aussi d’'une famille (z;)1<;<n d’éléments de X telle que l'on ait :
N

X c U B(x;,e/5). Par densité de D, pour tout 1 <14 < N, il existe y; € D n B(x;,¢/5). Les suites (f5,(yi))nen
i=1
sont, convergentes donc de Cauchy. Ainsi, on a :

dng € N,Vmp = n07Vi7 |fn(yl) - fp(yl)| < 8/5
Soit = € X, on dispose de i tel que z € B(z;,&/5). Soit n,p = ng, on a :
|fn(@) = fo(@)| <[fal2) = fal@)| + [fal@i) = fa(y)| + | falys) — fp(yi)l
+ 1o (i) = fp(@a)| + |fp(2i) — fp()]
| fn(@) = fo(z)] <e
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CHAPITRE 7. THEOREME D’ASCOLI

En passant au supremum sur les x € X, on obtient : Vn,p = ng, | fn — fplle <e. O

<= Condition suffisante.

H est bornée, donc on dispose de M > 0 tel que Vf € H,|f|o < M. X est compact donc séparable. On
dispose donc d’une partie D < X dense et dénombrable. Soit (f,)nen une suite dans H. Pour tout y € D,
la suite (fn(y))nen est une suite dans [—M, M], il existe donc une extractrice ¢, telle que la suite extraite
(fapy (n) (¥))nen converge.

D est dénombrable. Par procédé d’extraction diagonale, il existe une extractrice ¢ telle que pour tout y € D,
(fy(n)(¥))nen converge. D’aprés le lemme, (fy(n))nen converge dans (C(X),|[.|«). Donc H est relativement
compact.

Remarques : o Exemples de partie équicontinues de C(X) :
— une partie finie,
— une sous-partie d’une partie équicontinue,
— une union finie de parties équicontinue,
— une suite uniformément convergente de fonctions,
— l’ensemble des fonctions lipschitziennes de constante de Lipschitz fixée.
L’union infinie de parties équicontinues n’est pas forcément équicontinue comme le montre ’exemple de 1'en-
semble des fonctions lipschitziennes.
e Quelques applications du théoreme d’Ascoli :
— le théoréeme de Cauchy-Arzela-Peano,
— le théoréme de Montel (qui donne le théoréme de 'application conforme),
— le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov
— Les opérateurs & noyau continu de C(X) dans C(Y) avec X, Y compacts et pour une mesure finie sur YV
sont des opérateurs compacts.

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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Chapitre 8

Théoreme de Steinhaus

Références : Garet, Kurtzman, De [’intégration auz probabilités

Il n’est pas évident d’exhiber des séries entiéres pour lesquelles le bord du disque de convergence ne
contiennent pas de point régulier. Pourtant, c’est un phénomene générique. La démonstration de ce résultat se
fait d maniére probabiliste. On travaillera dans un espace de probabilité (Q2, F,P).

Théoréme.

Soient Z a,z" une série entiére de rayon de convergence 1 et (X,,)nen une suite de variable aléatoire
nz=0
itd de loi U([0, 1]). Alors presque siirement, le bord du disque de convergence est une coupure pour
Y -\ L @
la série entiere Z ap 2™ Xnz"

nz=0

Démonstration.
On souhaite montrer que : P(A, = ) = 1, id est P(A, # &) = 0. On note D le disque ouvert de centre 0 et

Y ] n
de rayon 1, I" son bord et f la somme de la série Z ape?imXnz
n=0

, défini sur D. Pour tout z € D, on note

1
n< 1
1=z

e Montrons que l'on a :{A, # &} = U U E(re?im0),
reQn[0,1] #eQn[0,1]
(n)
Soit z € D, alors la série entiere Z fi(z)
=0 n!
coincide avec f(z + h) pour tout h € D(z,1 — |z|). D’apres le critere d’'Hadamard, on a :

E(z) = {w € Q/limsup ‘ f(’;z'(z)

h™ a pour rayon de convergence R(z) = 1 — |z| et sa somme

FO )|

n!

1
m = lim sup ‘
De plus, si jamais 'on a R(z) > 1 —|z| alors f se prolonge analytiquement sur D U]D)(z, R(z)). Ainsi pour tout
zeD,ona: E(z) c {A,. # &}. Dot la premiére inclusion.

Réciproquement, si A, n’est pas vide, alors on dispose de u € I" et £ > 0 tel que f se prolonge analytiquement

sur DUD(U,E). On dispose de 7 € Q n [0,1] et 8 € Q N [0,1] tel que re*™ ¢ ID)ﬂ]D)(u, %) de sorte que
g 2
D(re?imo, g) c D(u,e). On a donc :
R(re*m?) > 2 S |re2im?|
373
Ainsi, on a : {A, # @}  E(re*™) et donc {A, # @} = U U E(re*™),
reQn[0,1] 0eQn[0,1]
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e Montrons que Vz e D, P(E(z)) € {0,1}.

Soit n e N, on a :

(n) ps ,
f (Z) _ Z (TL ;— l> anJrleQzTrX,H.LZl7 VzeD
l=n

n!
() (4
La suite des sommes partielles est o(X;/i = n)-mesurable et convergente. Ainsi, est une variable
n!
o : . . o JARIG) I
aléatoire o(X;/i = n)-mesurable. Soient z € D, Ny € N et N > N, alors la variable aléatoire sup | |» est

n=N

|n est une variable aléatoire o(X;/i = Np)-mesurable pour tout

() s
o(X;/i = Np)-mesurable. Ainsi limsup | py

Ny € N. Elle est donc mesurable par rapport & la tribu asymptotique liée & la suite (X, )nen. On en déduit que
E(z) est un événement asymptotique. D’apres la loi du 0 — 1 de Kolmogorov, on a :

VzeD, P(E(z))e€{0,1}
e Montrons que pour tout z € D P(E(z)) ne dépend que de |z|.

Soient 7 € [0, 1] et 6 € [0, 1[, on pose z = re2™. On a :

M(z) & (n+l ;
f 2 ( >an+ 6217"Xn+l+2“"91rl

De plus, on a :
|f(n) (Z) | — |e2i7r9n f(n)(z) |

n! n!

+50
n+1 A A
_ | Z ( l )an+l62ern+z+2wr9(n+l)7,l|

On pose (Yy,)nen la suite de variable aléatoire définie par : Vn e N, Y, = {X,, +n8}, ou {«} désigne la partie
fractionnaire de «. Les suites (X, )nen €t (Y )nen ont la méme loi. Pour finir, on pose la fonction mesurable
suivante :

v [0,1]Y - R

2 n+k o
(zn)n +— limsup| 2 ( N )an+ke21pl(ajn+k+(n+k)9)r

Vet E(re?™) = {((Ya)n) < L} On en déduit done

Avec cette notation, on a : E(r) = {¢((X,)n) < T T
—_r _

que P(E(r)) = P(E(re?™?)).

e Conclusion.
Par l’absurde, on suppose que P(A, # &) > 0. On a donc :

P U E@e*) >0
reQn[0,1] #eQn[0,1]

On dispose donc de 19 € Q n [0,1] et 6 € Q N [0, 1] tel que P(E(roe*™)) > 0 D’aprés les deux étape précédente,
on a donc :

V9eQn[0,1], P(E(roe*?)) =1

Comme Q est dénombrable, on a donc :

P(EC (] roe®™) =1,

0eQn[0,1]

id est presque stirement, tous les points de I' sont réguliers. Ceci est absurde car il existe toujours un point
singulier. On a donc P(4, # &) = 0. O

Il est intéressant de remarquer que ce théoréme ne permet pas d’exhiber une telle suite (X, )nen-

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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